[ 


! ] 
M100 11 THE OPEN UNIVERSITY o 
| a Curso Básico de Matemáticas Unidad 11 


a Lo. o Algebra de Boole 


A 


IMPORTADOR N.* 464/75 


The Open University 


Curso Básico de Matemáticas Unidad 11 


LOGICA I— ALGEBRA DE BOOLE 


Preparado por el Equipo del Curso Básico de Matemáticas 


Traductor: 
Hernando Alfonso, Profesor de Matemáticas 
Universidad Pedagógica Nacional 


libros mecgraw-hill 


méxico panamá madrid bogotá sao paulo nueva york 
londres toronto sidney johannesburg 


dusseldorf singapur 


Queda terminantemente prohibido reproducir este libro, total 
o parcialmente, sin autorización escrita del editor 


RESERVADOS TODOS LOS DERECHOS (D. R.,) 


Copyright y 1974 respecto de la edición en idioma español, por 
EDITORIAL McGRAW-HILL LATINOAMERICANA, S. A. 
Colón, República de Panamá 


0-07-090769-2 


Traducido de LOGIC I-BOOLEAN ALGEBRA 
Copyright O 1971 by the Open University Press 
Bletchley, Bucks, England 


IMPRESO EN COLOMBIA PRINTED IN COLOMBIA 


El concepto de enseñanza abierta desarrollado por la Open University 
utiliza materiales en forma de libros, películas y cintas magnetofóni- 
cas que el estudiante utiliza fuera de la institución. Sin embargo, es- 
tos materiales también pueden utilizarse dentro de programas tradi- 
cionales. Los componentes de los programas desarrollados por la Open 
University son: 


LIBROS: Todos los libros tienen el mismo formato, y fueron escri- 
tos, diseñados y producidos por especialistas de la Open University. 
La mayor parte de los libros están profusamente ilustrados con dia- 
gramas y fotografías —muchas a colores— y tienen un diseño fácil y 
atractivo para el estudiante. Cada libro contiene objetivos de apren- 
dizaje muy explícitos, y cuestionarios de autoevaluación, así como 
respuestas y comentarios a la autoevaluación, permitiendo así al es- 
tudiante, darse cuenta de su propio progreso. Todos estos libros pue- 
den utilizarse como textos —ya sea en forma individual, o uniendo 
varias unidades— o como material de referencia. 


PELICULAS: Las películas han sido preparadas como material 
suplementario y de refuerzo para permitir al profesor mayor libertad 
de trabajo con cada estudiante. Las películas están en 16 mm, y en 
su mayor parte son en blanco y negro. A la fecha de publicación de 
estos libros sólo están a la venta en idioma inglés. 


CINTAS MAGNETOFONICAS: Al igual que las películas, estas 
cintas fueron preparadas como material suplementario y para ser uti- 
lizadas por el estudiante en su propia casa. A la fecha de publicación 
de estos libros sólo están a la venta en idioma inglés. 


NOTA A LOS MAESTROS: Se han mantenido todas las referen- 
cias a Otros elementos del programa en los materiales impresos, por 
considerarse que no obstaculizan la utilización de los libros como 
textos independientes. Los profesores que no tengan acceso a los ma- 
teriales audio-visuales fácilmente podrán sustituirlos con sus pro- 
pios experimentos o explicaciones. 


Esta obra se imprimió en los Talleres Gráficos de Carvajal £ Cía. 
de Cali, Colombia, en el mes de abril de 1974. Se imprimieron 5000 
ejemplares en papel offset de 90 g/m?. 


y . , . 
Tabla de materias Página 
Objetivos iv 
Diagrama estructural v 
Glosario vi 
Notación 1X 
Bibliografía Xx 
Introducción xl 
11.1 Conjuntos y proposiciones 1 
11.1.0 Introducción 14 
11.1.1 Negación y complemento 4 
11.1.2 Conjunción e intersección; alternación y unión 7 
11.1.3. Implicación e inclusión 19 
11.14 Equivalencia e iguáldad 26 
11.15 Otras tres conectivas 31 
11.16 Conjuntos adecuados de conectivas 36 
11.1.7 Tautologías y contradicciones 41 
11.1.8 Algebra de Boole 43 
11.2 Sistemas de conmutadores 48 
11.2.0 Introducción 48 
11.2.1 Algebra de conmutadores 49 
11.2.2 Redes y diagramas lógicos 58 
11.3 Conclusión 65 


OBSERVACIONES AL ALUMNO 

Al comienzo de cada texto encontrará lo siguiente. 

1. UNA PRESENTACION DE NUESTROS OBJETIVOS en la unidad, la cual puede usar para comprobar si ha completado el 
curso satisfactoriamente. 

2. UN DIAGRAMA ESTRUCTURAL que le muestra cómo están relacionadas las diferentes secciones de la unidad. El diagrama 
consta de: 
a) cuadros rojos que muestran la secuencia principal. 
b) cuadros negros punteados (a la izquierda del rojo) que le muestran lo que esperamos ya sepa antes de fijarse un estudio 

detallado. 

e) cuadros negros (a la derecha del rojo) que le ayudan a escoger temas que puede posponer u omitir si tiene poco tiempo. 

3. UN GLOSARIO de las definiciones, notaciones, etc., usadas en la unidad como referencia inmediata. 

4. UNA BIBLIOGRAFIA de los libros que puede consultar cuando haya acabado el trabajo de la unidad. 

5. CONCLUSIONES Y RESUMEN del trabajo realizado al final de cada texto. 


NUMERACION E INDICADORES 

Dentro de cualquier sección nos referimos a los temas por medio de un número. Al referirnos al mismo tema en otra sección, citamos 
cuatro números: número de la unidad, número del capítulo o parte, número de sección y número del tema. Por ejemplo, “Ecuación 3” 
si aparece en la misma sección, y “Ecuación.4.3.1.3”, si está en otra sección. Los tres primeros números se citan en la parte superior 
de la página. Creemos que este es un sistema claro y fácil para consultar cualquier tema. Los indicadores serán una guía valiosa 
y le ahorrarán tiempo. 

En la margen derecha del texto hemos tratado de indicar la clase del material. Los términos usados son tan claros que no necesitan 
explicación. Por ejemplo, “Discusión” significa que una vez que haya entendido el tema, no necesita de nuevo recurrir a esta parte 
del texto. Estos INDICADORES tienen por objeto ayudarlo a localizar rápidamente las partes importantes cuando esté repasando 
o tenga que omitir parte del texto por falta de tiempo. 

También hemos tratado de indicar la importancia de los temas por el sistema de estrellas. 

*** Esto es muy importante. Usted debe entenderlo claramente. En algunos casos lo usará con tanta frecuencia, que se familiari- 
zará con ello sin necesidad de memorizarlo deliberadamente. El punto principal de este curso es no aprenderse los datos de me- 
moria; nosotros creemos que es más importante que entienda el trabajo y sea capaz de aplicarlo en la solución de los problemas. 
** Este es de menor importancia, pero tiene material al cual nos referiremos más adelante. 

* Esto generalmente no lo guía a trabajos adicionales en este curso y lo puede omitir si tiene poco tiempo. 

KM Indica el final de cada ejemplo, ejercicio o solución. 


Objetivos 


El propósito de esta unidad es mostrar que la teoría de conjun- 
tos, la lógica y el comportamiento de ciertos circuitos de con- 
mutadores tienen la misma estructura algebraica, que llamare- 
mos álgebra de Boole. Esto permite simplificar expresiones de 
cualquiera de estos tópicos por medio de técnicas algebraicas 
y de otros tipos, de modo que los resultados que se obtengan en 
alguno de ellos se pueden interpretar en los otros. Después de 
realizar el estudio de esta unidad, usted debe ser capaz de: 


(1) 


(11) 


reconocer los nombres y los símbolos de las principales 
conectivas lógicas; explicarlas en palabras y deducir las 
correspondientes tablas de verdad; 

establecer si las conectivas lógicas, consideradas como 
operaciones binarias en el conjunto de todas las propo- 
siciones, tienen las propiedades conmutativa, asociativa 
y distributiva; 


(iii) justificar la proposición según la cual ciertos conjuntos 


(iv) 


(v) 


(vi) 


(vii) 


(viii) 


iv 


de conectivas son adecuados para generar todas las co- 
nectivas y que ciertas conectivas se pueden considerar 
como primitivas en este contexto; 

representar por medio de símbolos enunciados compues- 
tos dados en palabras, y establecer, por consiguiente sus 
valores de verdad, usando tablas de verdad; 

determinar si una expresión lógica dada representa una 
tautología, una contradicción, o ninguna de las dos cosas; 
manipular expresiones de Boole algebraicamente e inter- 
pretar los resultados en términos de: conjuntos, proposi- 
ciones, circuitos de conmutadores; 

dada una red de conmutadores o diagramas lógicos, de- 
ducir la expresión algebraica correspondiente a ella y 
viceversa; 

diseñar una red simple de circuitos con conmutadores, 
dadas las especificaciones apropiádas. 
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Glosario Página 
ADICION Para sumar módulo dos se efectúa la opera- 34 
MODULO DOS ción de adición y luego se toma el residuo 


de dividir el resultado por 2. 


ALTERNACION (V) La operación binaria que une dos proposi- 15 
ciones por medio de la conectiva “O” (usada 
en el sentido inclusivo) se llama Alternación. 


CIRCUITO Un circuito abierto es un camino a lo largo 48 
ABIERTO del cual el “flujo” está interrumpido. 

CIRCUITO Un circuito cerrado es el que permite pasar 48 
CERRADO “flujo”. 

CIRCUITO Un circuito que está cerrado cuando otro 53 


COMPLEMENTARIO dado está abierto y abierto cuando el otro 
está cerrado se llama circuito complemen- 
tario. 


CONECTIVA Una conectiva es una operación binaria 1 
definida sobre un conjunto de proposiciones; 
p.e. “Y” y “O” son conectivas. 


CONECTIVA Una conectiva primitiva es una conectiva 40 
PRIMITIVA en términos de la cual se pueden representar 

todas las conectivas lógicas. 
CONEXION Una conexión en paralelo es una conexión 49 
EN PARALELO de dos circuitos situados a uno y otro lado 


de modo que proporcionan trayectorias al- 
ternas entre dos puntos; p.e. para los ca- 
minos x, y: 


y 
CONEXION Una conexión en serie es una conexión de 48 
EN SERIE dos circuitos uno después de otro de modo 


que deben recorrerse ambos; p.e. para los 
caminos x, y: 


———— e €< ——-———--— Y — 
CONJUNCION (A) La operación binaria que une dos proposi- 13 


ciones por medio de la conectiva “Y” se 
llama conjunción. 


CONJUNTO Un conjunto adecuado de conectivas es un 37 
ADECUADO DE conjunto de conectivas en términos de las 
CONECTIVAS cuales se pueden representar todas las co- 


nectivas lógicas. 


CONMUTADOR Un conmutador es un mecanismo de dos 48 
posiciones por medio del cual se hace que 
un circuito sea o abierto o cerrado. 


vi 


CONTRADICCION 


DIAGRAMA DE 
VENN 


DIAGRAMA 
LOGICO 


DISYUNCION 
EQUIVALENCIA (<=) 


IMPLICACION (=>) 


MODELO 
MATEMATICO 


NEGACION (=) 


“0” EXCLUSIVO 


PASO NI 


PASO NO 


PASO NO Y 
PASO O 
PASO Y 


PROPOSICION 


PROPOSICION 
COMPUESTA 


PROPOSICION 
SIMPLE 


Una proposición compuesta que es falsa 
cualesquiera sean los valores de verdad de 
las proposiciones simples que la constituyen 
se llama una contradicción. 


Un diagrama de Venn es un diagrama en el 
cual los conjuntos se representan por medio 
de regiones de un plano y sobre el cual se 
pueden indicar complementos, uniones e 
intersecciones de conjuntos. 


Un diagrama lógico es un tipo de diagrama 
que se usa para representar un circuito 
conmutador. 


Véase Alternación. 


La operación binaria que une dos proposi- 
ciones por medio de la conectiva “si y sola- 
mente si” (que es lo mismo que “implica y 
es implicado por”) se llama equivalencia. 


La operación binaria que une dos proposi- 
ciones por medio de la conectiva “si... en- 
tonces...” (que es lo mismo que “implica”) 
se llama implicación. 


Un modelo matemático es una estructura 
matemática que representa ciertos rasgos 
específicos del tema que se discute. 


La negación de una proposición se expresa 
por medio de “no”; i.e. la negación de la 
proposición a es “no a”. 


La conectiva “... o ... pero no ambos” se 
llama exclusiva “O”. 


Un paso NI es un conmutador que opera de 
modo que hay una salida solamente cuando 
no hay “flujo” en las entradas. 

Un paso NO es un conmutador cuya salida 
es el complemento de su entrada. 


Un paso NO Y es un conmutador que opera 
de modo que hay salida a menos que haya 
“flujo” en todas las entradas. 


Un paso O es un conmutador que opera de 


modo que hay salida siempre que haya “flujo” - 


en alguna entrada. 


Un paso Y es un conmutador que opera de 
tal manera que no hay salida a menos que 
haya “flujo” en cada una de las entradas. 
Una proposición es un enunciado que puede 
sero VERDADERO o FALSO. 

Se llama compuesta a una proposición for- 
mada de dos o más proposiciones simples 
unidas por conectivas. 

Una proposición simple es una proposición 
que no se puede partir en otras proposicio- 
nes unidas por una o más conectivas. 


vii 
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TABLA DE 
VERDAD 


TAUTOLOGIA 


UNIVERSO 
(O CONJUNTO 
UNIVERSAL) 


VALOR DE 
VERDAD 


viii 


Una tabla de verdad es una tabla que mues- 
tra el valor de verdad de una proposición 
compuesta que corresponde a los valores de 
verdad de las proposiciones simples que la 
constituyen. 


Una tautología es una proposición compuesta 
que es verdadera cualesquiera sean los valo- 
res de verdad de las proposiciones simples 
que la constituyen. 


El universo es el conjunto de todos los ele- 
mentos que se están considerando. 


El valor de verdad de una proposición a es 1 
si a es verdadero y 0 si a es falso. 
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4,41 


Notación 


Los símbolos se presentan en el orden en que aparecen en el 


texto. 


xEA 
a 
de 


El elemento x es un miembro del conjunto A. 
La proposición a. 
El conjunto de todas las proposiciones. 


La aplicación que asigna un valor de verdad a cada 
elemento de P. 


El valor de verdad de una proposición FALSA. 

El valor de verdad de una proposición VERDADERA. 
La proposición a se aplica en el valor de verdad. 

El conjunto universal. 

El conjunto de todos los enteros. 

El conjunto de todos los números reales. 


El complemento del conjunto A con respecto al uni- 
versal, U. 


El elemento x no es un miembro del conjunto A. 
El símbolo de negación (léase “no”). 
El conjunto de todos los enteros positivos. 


Las proposiciones a y b tienen los mismos valores de 
verdad (léase “a es igual a b”). 


El conjunto de todos los elementos que pertenecen 
al conjunto A y al B, simultáneamente. 


El símbolo de conjunción (léase “y”. 


Una operación binaria en un conjunto (léase “cua- 
drado””. 


La pareja ordenada de proposiciones a, b. 


El conjunto de todos los elementos que pertenecen 
al conjunto A o al Bo a ambos. 


El símbolo de alternación (léase “o”). 

El símbolo de implicación (léase “implica”. 

El conjunto A es un subconjunto del conjunto B. 

El símbolo de equivalencia (léase “si y solamente si”). 
El símbolo de negación de la alternación (a lb se 
lee “ni a ni b”). 

El símbolo de negación de la conjunción (a|b se lee 
“o no a o no b”). 


El símbolo para el “o exclusivo”. (a O b se lee “o a o 
b pero no ambos”). 


La operación “sumar y luego tomar el residuo de divi- 
dir por 2”. 

La operaciones binarias en un álgebra de Boole (se 
leen “sombrero” y “copa” respectivamente). 

Los elementos “idénticos” en un álgebra de Boole. 
El conjunto vacío. 

“Falsedad universal”. 


ix 


[de] 


T “Verdad universal”. 

X El conmutador x. 

x El conmutador complementario de x. 
Nota 


En esta unidad usamos negrilla para denotar proposiciones 
(véase el símbolo a atrás). Cuando se escribe en manuscrito no 
es práctico imitar la negrilla, así que convencionalmente sub- 
rayamos las letras con =. Así las letras en negrilla a,b, c, ... 
se escriben 


hb. 


(Esta es en efecto una convención para indicar al impresor el 
tipo de letra que debe usar.) 
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Este libro discute el álgebra de Boole haciendo énfasis especial 
en sus aplicaciones principales y cubre la mayor parte del ma- 
terial de la unidad. 


B. Arnold, Logic and Boolean Algebra, (Prentice-Hall, 1962). 
Este libro se concentra esencialmente en la estructura alge- 
braica de las álgebras y anillos de Boole y es particularmente 
adecuado para los estudiantes que quieran una presentación 
más formal del álgebra que la que se da en la unidad. 


Nota 


Para quienes tengan interés histórico, se ha reimpreso en la 
colección Dover (1958) el trabajo original de George Boole, An 
Investigation of the Laws of Thought, publicado por primera vez 
en 1854. 


11.0 Introducción 


Se cuenta la historia de un hombre que durante una caminata 
se aproxima a una bifurcación del camino en una lejana ciudad. 


Todos los habitantes de esta ciudad tienen un hábito curioso: 
cada habitante dice invariablemente la verdad o invariable- 
mente miente. El caminante quiere saber qué camino tomar en 
la bifurcación para llegar a un destino X, pero se le permite sola- 
mente hacer una pregunta a uno solo de los habitantes, el cual 
puede contestar “Sí” o “No”. El hombre debe resolver el si- 
guiente problema: Hay una pregunta que pueda formular de tal 
manera que la respuesta le revele con certeza la ruta correcta, y 
en tal caso ¿cuál es esa pregunta? 


Desde luego este es un problema puramente hipotético que puede 
ser hasta divertido. Sin embargo, resolverlo es un legítimo ejer- 
cicio lógico. A primera vista la solución puede parecer muy di- 
fícil; puede hasta pensarse que tal pregunta no existe. Pero 
dada la facilidad de los procesos lógicos que se estudian en esta 
unidad, la solución al problema del caminante se obtiene sen- 
cilla y rápidamente; demostraremos esto cuando se hayan dis- 
cutido las ideas necesarias. 


Hay también problemas menos hipotéticos que se pueden inves- 
tigar por medio de los procedimientos lógicos elementales que 
se describen en esta unidad. Hay toda una hueste de problemas 
relacionados con precauciones de seguridad en fábricas, viajes, 
etc., que son fundamentalmente problemas de lógica. Por ejem- 
plo, un operador de máquinas no debe activar cierta máquina 
potencialmente peligrosa, a menos que haya tomado antes una 
serie de precauciones; una señal de ferrocarril no debe aparecer 
en verde para un tren que se acerca si las agujas están colo- 
cadas incorrectamente o si hay otro tren sobre la misma vía 
adelante del que viene. 


Cualquier sistema cuyos elementos básicos son del tipo PREN- 
DIDO/APAGADO (esto es, mecanismos de dos estados) se 
puede considerar como un sistema lógico; el material de esta 
unidad proporciona un fundamento teórico por medio del cual 
tales sistemas pueden ser analizados o diseñados. Uno de los 
desarrollos modernos más importantes que usan principios de 
lógica es el computador digital. La mayor parte, aunque no todos 
los computadores digitales, trabajan con aritmética binaria 
usando solamente los dígitos O y 1; sin embargo, todos están 
compuestos básicamente por mecanismos de dos estados. La 
lógica desempeña un papel fundamental en la teoría de mecanis- 
mos de dos estados porque, habiendo estipulado que una propo- 
sición (i.e. un enunciado definido de manera precisa) en lógica 
debe sero VERDADERA o FALSA, nos hallamos en una situación 
de dos estados tal como la que existe en el caso de un conmu- 
tador que debe estar o PRENDIDO o APAGADO, o del puesto 
de una cifra en un número binario, que debe seró0 d 1. 


xi 
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Esta unidad sobre lógica lleva el subtítulo de algebra de Boole 
porque el sistema lógico al cual nos limitaremos se puede des- 
cribir completamente en términos de un álgebra especial que se 
ha desarrollado a partir del trabajo de un filósofo y matemático 
del siglo XIX, George Boole. Demostraremos cierto número de 
teoremas de esta álgebra, pero no consideraremos los métodos 
de demostración como tales ni trataremos de filosofar acerca de 
la relación entre prueba y verdad. Estos asuntos se discutirán 
en la Unidad 17, Lógica II— Prueba. 


xii 


11.1 CONJUNTOS Y PROPOSICIONES 


11.1.0 Introducción 


En la Sección 11.1 desarrollaremos el álgebra que se conoce 
como álgebra de Boole, Veremos cómo esta álgebra se desprende 
de manera natural de un estudio de los conjuntos y que propor- 
ciona un modelo de un sistema elemental de lógica. 


En la mayor parte de las unidades iniciales de este curso se 
encuentra el concepto de conjunto. En particular, en la Unidad 
6, Desigualdades, se discutió la idea de conjunto y su comple- 
mento y las operaciones de unión e intersección entre con- 
juntos. Será por tanto útil un repaso de la última parte de la 
Sección 6.2.3 para estudiar el material que desarrollaremos 
aquí. 

El sistema de lógica que se considera en esta unidad es el que 
se conoce como Cálculo proposicional. Tiene que ver con el 
modo en que se pueden construir enunciados compuestos com- 
binando enunciados simples y cortos tales como 


“está lloviendo”, 

“xe A”, 

y <z%, 
usando palabras que sirven de ligamen y que se llaman “0nec- 
tivas, tales como 


E] 


y 


Mn? 


10) 


Mai 


si...,entonces...”. 
Así por ejemplo, 
“si está lloviendo, entonces me mojaré” 
es un enunciado compuesto por los enunciados simples: 


“está lloviendo” 


“me mojaré” 


ligados por la conectiva 


si...,entonces...” 


(Hemos escogido la palabra “enunciado” en lugar de la más 
usual “frase”, porque queremos excluir frases que son preguntas, 
mandatos, etc.) 


El cálculo proposicional nos permite determinar la verdad o 
falsedad de un enunciado compuesto por medio de la verdad o 
la falsedad de los enunciados simples que lo constituyen. Como 
hemos introducido ya operaciones entre conjuntos en la Uni- 
dad 6, consideraremos el álgebra de conjuntos y el cálculo pro- 
posicional paralelamente, o sea presentando las ideas nuevas 
de esta unidad a la par con ideas ya conocidas con las cuales 
el lector está familiarizado. 


Tomaremos enunciados ordinarios del español como punto de 
partida para el cálculo proposicional, pero debemos recordar que 


1 


MB11.1.0 
11,1 


11,1.0 


Introducción 
* 


Definiciones y notación 
>* $ $ 


Definición 1 
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el español usual es un lenguaje informal, o sea que es un lenguaje 
cuya gramática está sujeta a modificación de estilo y la manera 
en la cual una verdad puede ser expresada correctamente es algo 
que depende en mucho de la opinión de cada quien. Debe te- 
nerse cuidado solamente de emplear ambigúedades de las que 
surgen en la conversación ordinaria y cuidarse del lenguaje 
ambiguo que se usa deliberadamente en los discursos políticos. 
Si vamos a desarrollar un “cálculo” de enunciados, necesitamos 
tener un fundamento más firme que el que puede proporcionar 
el lenguaje ordinario hablado o escrito. Necesitamos estudiar 
lo que llamaremos un lenguaje formal en el cual se eviten las 
ambigúedades de estilo y de expresión y en el cual cada enun- 
ciado sea o VERDADERO o FALSO (pero no ambas cosas); un 
enunciado que tenga esta propiedad se llama proposición. En 
el cálculo proposicional no nos limitaremos solamente a frases 
que son enunciados sino también a aquellos enunciados que 
son proposiciones. 


Para ilustrar la necesidad de definiciones cuidadosas, consi- 
deremos la proposición: 


“la temperatura está baja”. 


Antes de que podamos determinar si esta proposición es VER- 
DADERA o FALSA, debemos precisar el significado de “baja”, 
definiendo que “baja” significa por ejemplo “menos de 5"C 
medidos en un termómetro dado en una situación dada”. Si no 
tenemos definiciones precisas para todas nuestras palabras y 
frases, entonces tendremos sólo un lenguaje informal que puede 
dar lugar a ambigiiedades. De ahora en adelante supondremos 
que todos los enunciados considerados son proposiciones y nos 
referiremos a proposiciones simples y compuestas en vez de a 
enunciados simples y compuestos. 


Consideremos la proposición: 
xE A. 


Observamos que esta es una proposición simple porque no puede 
partirse en partes constitutivas que sean a su vez proposiciones. 
Por el contrario, la proposición: 


xeA y yeB, 


es una proposición compuesta que se puede partir en partes 
constitutivas que son a su vez proposiciones, unidas por la 
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conectiva “y”. 


Comenzamos por hacer abstracción de ciertas propiedades del 
lenguaje informal. En particular, hacemos abstracción de las pro- 
piedades lógicas de las conectivas con las cuales combinamos 
proposiciones simples para formar proposiciones compuestas. 
Tenemos que hacer reglas precisas sobre el modo como estas 
conectivas combinan proposiciones y, para construir un álgebra, 
necesitamos tener una manera simbólica de representar las 
proposiciones simples y también las conectivas. 


Adoptamos la representación más fácil y Obvia de proposiciones 
simples usando letras del alfabeto para representarlas. Así, si 
nuestra proposición simple 


“llueve” 
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se representa por la letra “a”, entonces a representa una pro- 
posición simple que es o VERDADERA o FALSA. Debemos dis- 
tinguir entre la proposición y la afirmación de que en efecto 
está lloviendo que es equivalente a decir que la proposición 


“llueve” es VERDADERA. 


En la Unidad 3, Operaciones y morfismos hemos estudiado ope- 
raciones binarias con algún detalle y aquí tenemos más ejem- 
plos. Denotamos con P al conjunto de todas las proposiciones: 


P =(a,b,c,...). 
Las conectivas por medio de las cuales se construyen proposi- 
ciones compuestas son operaciones binarias sobre P; cuando 
representamos las conectivas simbólicamente estamos en la 
situación abstracta conocida de un conjunto con operaciones 
binarias definidas sobre él. 


Nos relacionamos también con el conjunto 
(0, 1). 

En el contexto de la lógica, los enteros O y 1 se llaman valores 
de verdad. La razón de esto consiste en que en el cálculo pro- 
posicional toda proposición es o VERDADERA o FALSA. Po- 
demos entonces definir una función T', desde nuestro conjunto 
P de proposiciones, al conjunto (0,1), por medio de la cual una 
proposición se aplica en O si es FALSA y en 1 si es VERDA- 
DERA. Por ejemplo, si a representa “llueve” y si para efectos 
de una investigación particular queremos afirmar que en efecto 
está lloviendo, entonces esta afirmación es equivalente a la 
aplicación a —>1. O sea, 


T:P—>(0,1) y  Tía)=1. 


Tenemos así un conjunto de proposiciones con ciertas opera- 
ciones definidas sobre él y aplicamos este conjunto en el con- 
junto (0, 1|. Si queremos que este último conjunto nos pro- 
porcione un modelo matemático de nuestro conjunto de 
proposiciones, necesitamos definir sobre ¡0,1| operaciones 
que correspondan a las conectivas proposicionales, y hacer por 
tanto de la función T, un morfismo. 


(Es importante recordar aquí que para estar en posibilidad de 
asignar uno de los dos valores de verdad a una proposición tal 
como “llueve”, es necesario primero precisar las circunstancias 
bajo las cuales se juzga la vigencia de un valor de verdad. En el 
lenguaje usual nos atenemos al sentido común. Si decimos 
“llueve” queremos significar “llueve aquí y ahora” (el “aquí” 
significa “afuera”, si la conversación tiene lugar en un sitio 
cubierto) y podemos verificar la verdad de la proposición tra- 
tando de ver o sentir la lluvia para determinar si en efecto 
está lloviendo en cuyo caso la proposición es VERDADERA, o 
si no llueve, en cuyo caso la proposición es FALSA. 


Tiene interés particular una clase de proposiciones compuestas 
cuyo valor total de verdad no depende en modo alguno de los 
valores de verdad de las proposiciones que las constituyen. Si 
una proposición compuesta es verdadera, cualquiera sea el valor 
de verdad de las proposiciones que la constituyen, se llama 
una tautología. La importancia de tales proposiciones radica 
en el hecho de que las leyes de la lógica y los teoremas de la ma- 
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temática son también tautologías, aunque muchos de ellos son 
de naturaleza más complicada que los que se estudian en esta 
unidad. 


En la Sección 11.1 consideraremos el álgebra de conjuntos y el 
cálculo proposicional simultáneamente y haremos un estudio 
especial de ciertos conceptos lógicos que tienen importancia 
especial para los matemáticos (y para otros) tales como el con- 
cepto de tautología que acabamos de mencionar. Haremos uso 
considerable de diagramas de conjuntos* semejantes a los 
de la Unidad 6, Desigualdades y también de tablas de valores 
de verdad y desarrollaremos el álgebra que vamos a usar en la 
parte final de la unidad para estudiar sistemas de conmuta- 
dores. En el curso de desarrollo de esta álgebra encontrará el 
lector un buen número de morfismos y encontrará por tanto la 
utilidad del estudio anterior de la Unidad 3, Operaciones y 
morfismos y apreciará cómo el álgebra puede unificar el estudio 
de conjuntos y de proposiciones y (más adelante) también el 
estudio de sistemas de conmutadores. 


11.1.1 Negación y complemento 


Para introducir el primero de los conceptos lógicos, el de 
proposición y su negación, recordamos al lector la propiedad 
esencial de un conjunto, a saber, la de que dado un conjunto 
cualquiera y un objeto cualquiera podemos decir si el objeto 
pertenece o no al conjunto. Presentamos también el concepto 
de universo O conjunto universal, que denotaremos con ([J. En 
toda discusión sobre conjuntos debe haber un conjunto uni- 
versal escondido entre bastidores, pues de otro modo podemos 
hallarnos en situaciones paradójicas. Por eso en toda discu- 
sión acerca de conjuntos suponemos que existe un conjunto 
universal U adecuado y que todos los conjuntos que se consi- 
deran son subconjuntos de U. En la mayor parte de los casos, 
restringimos nuestro universo al conjunto particular de ob- 
jetos que son importantes para el problema que tengamos entre 
manos. Por ejemplo, cuando discutimos sobre conjuntos de 
enteros tomamos U =ZoU=R. 


*Los diagramas en los cuales los conjuntos se representan por medio de 
regiones del plano se llaman diagramas de Venn, por el lógico John Venn. 
Estos diagramas proporcionan ilustraciones útiles, pero una verificación por 
medio de un diagrama de Venn NO es una prueba. 
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En este diagrama, el universo, U, de todos los posibles objetos 

que consideramos, representados por el cuadrado, está dividido 

en dos partes. La región sombreada y su frontera representan el 

conjunto de todos los elementos que pertenecen a A y la región 

no sombreada representa el conjunto de todos los elementos 

que no pertenecen a A. Esta última se llama el complemento Definición 2 
de A y se denota con A?. *o ¡xo 


Nos hemos referido ya al diagrama de Venn que representa al 
conjunto A y a su complemento, A”, con respecto a un conjunto 
universal U: 


Especificando un conjunto universal U junto con un conjunto 
A (que debe ser un subconjunto de U), hemos determinado 
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también completamente el complemento de A con respecto a U. 
De modo que si 


U = (2,3, 4,5,6, 7) 


A =(3,4,5,7), 


entonces el complemento, A”, es el conjunto |2,6/. Obsérvese 
que el complemento del complemento de A, o sea (A')' es el 
mismo conjunto A. Así, dentro de un conjunto universal dado, 
los subconjuntos se presentan de manera natural por parejas, 
en las cuales cada miembro es el complemento del otro. 


Lo mismo que con conjuntos, las proposiciones también se pre- 
sentan por parejas. La proposición 
xEAÁ 


se presenta de manera natural con la proposición 


xÉA 


(que significa “x no es un elemento de A” o “x no pertenece 
a A”), lo cual, previsto que nos limitemos a elementos x de 
algún conjunto universal especificado, tiene la representación 
alterna, 

xEA'. 
Obsérvese en particular que, dadas dos proposiciones, tales 
como 

xEAÁ 


x$A, 


una de las dos debe ser VERDADERA y la otra FALSA; esto 
último es una propiedad que define las proposiciones. Cada 
una de estas proposiciones se dice que es la negación de la otra. 


El símbolo lógico que representa la negación es — y por tanto 
la negación de cualquier proposición a se representa por 
a 
que se lee “no a”. 
Así, si a significa 
xEA, 


entonces =— a representa 


xÉA 
o sea 

xEA'. 
(La complementación y la negación se comportan de manera 
similar como veremos, pero el lector debe poner cuidado para 
distinguirlas, en particular teniendo en cuenta los conjuntos 
sobre los cuales están definidas.) 


Podemos considerar la negación como una operación unaria 
(o función) sobre el conjunto P de todas las proposiciones. (En 
la Unidad 3 hemos discutido operaciones unarias.) Esta opera- 
ción no es una conectiva puesto que no combina proposiciones. 
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Sin embargo, si asignamos a a un valor de verdad del conjunto 
0, 1 | podemos escribir un valor de verdad para la negación 
de a y formar una tabla: 


Esta tabla se llama tabla de verdad, Desde luego la tabla que 
acabamos de considerar es muy simple y puede parecer que es- 
casamente vale la pena escribirla. Sin embargo, veremos que el 
concepto de tabla de verdad, aunque esencialmente sencillo, 
es muy útil en situaciones más complicadas. 


Ejercicio 1 

(i) Negar cada una de las siguientes proposiciones: 

(a) El hombre tiene ojos azules. 

(b) x < y, donde x y y son números reales. 
(c) La temperatura es menor de 10"C. 

(d) No está nublado. 

(ii) En matemática se usa “=” en muchas situaciones con 
muchos significados diferentes. Decir en pocas palabras 
cómo se puede definir la igualdad de proposiciones, o sea el 
símbolo “=” en a = b, donde a y b son proposicio- 
nes. Expresar la respuesta en términos de los valores de 
verdad de a y de b. : 

(iii) Mostrar por medio de una tabla de verdad que 


= =a=a 


mu mm == vd 

¿Qué se puede inferir con respecto a 
ea a  (neZz” 
E 


n veces 


¿Cómo puede relacionarse esto con el complemento repe- 
tido de un conjunto? E 


11.12 Conjunción e intersección; alternación 
y unión 
En la Unidad 6, Desigualdades, definimos la intersección de 
dos conjuntos A y B, que se escribe 
ANMB, 


como el conjunto de elementos de U que pertenecen a ambos 
conjuntos, A y B, esto es, 


ANB=(xeU:xeA y xeBj. 
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(2 minutos) 


(2 minutos) 
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(i) Son negaciones adecuadas: 
(a) El hombre no tiene ojos azules. 
(b) x £ y, que significa, x no es menor o igual que y o x 

no es ni menor ni igual que y, o x es mayor que y. 

(c) La temperatura no es menor de 10%C. 
(d) No está nublado. 
Obsérvese que una proposición y su negación deben ago- 
tar todas las posibilidades. Así que si se da 


“el hombre tiene ojos pardos” 


como negación de “el hombre tiene ojos azules” es in- 
correcto. De modo similar una respuesta incorrecta para 
(c) sería 


“la temperatura es mayor de 10-C”, 


ya que no se menciona una temperatura de exactamente 
10*C. 

(ii) Tanto “a es igual a b” como “a es lo mismo que b” sa- 
tisfacen a la pregunta, ya que no tenemos una medida 
de la igualdad o de la propiedad de ser lo mismo. En tér- 
minos de valores de verdad es más fácil ser precisos: es- 
cribimos a =b si a y b tienen necesariamente los 
mismos valores de verdad; i.e. siempre que a es VERDA- 
DERO, b es también VERDADERO y siempre que a es 
FALSO, b es también FALSO. Esta definición se liga 
directamente con el uso de las tablas de verdad. Esto se 
ilustra en la parte siguiente de este ejercicio. 


(iii) Con referencia a nuestra tabla de verdad para la negación: 


y escribiendo =a en vez de a en la columna de la iz- 
quierda obtenemos: 


En estas tablas vemos que cuando a es FALSO, -=a es 
VERDADERO y ==a es FALSO. Por otra parte, cuan- 
do a es VERDADERO, =a es FALSO y ==aes VER- 
DADERO. 


Se ve, pues, que = =a necesariamente tiene los mismos 
valores de verdad que a. 
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De modo similar obtenemos la tabla de verdad: 


Como =a y = = =a tienen idénticos valores de ver- 
dad, escribimos 


- “== —4. 
Podemos entonces inferir que: Ecuación (1) 
=.«««na=a cuando n es par 


=_— 
n veces 


= =a cuando n es impar. 


De modo similar, para el conjunto A y su complemento A”, 
tenemos que A complementado n veces es igual a A cuando 
n es par y es igual a A' cuando n es impar. A 


(viene de la página 7) 


El diagrama de Venn que representa AMB es: 


Para cada elemento x que pertenezca a AN IB tenemos: 


EA Y AEB. 


Esta es una proposición compuesta formada por la combinación 
de las dos proposiciones simples: 


xEA, 
xeB 


por medio de la conectiva . + 


Representemos estas dos proposiciones simples por a y b res- 
pectivamente. El símbolo lógico para y es A, de modo que nues- 
tra proposición original se representa por 

aAb 
(léase a y b). 
Observando el diagrama general de Venn correspondiente a 


dos conjuntos A y B, vemos que se divide en cuatro regiones no 
traslapantes: 


Para cualquier elemento x de la región designada por A'N B', 
tenemos 


xfA y xéB. 


Para cualquier elemento x de la región designada po ANMB', 
tenemos 


XEA Y xeB. 


» 


Para cualquier elemento x de la región designada por A'N B, 
tenemos 


xéA y xeB, 


Para cualquier elemento x de la región designada por ANB, 
tenemos 


xeEA y xeB. 


De modo que las cuatro regiones corresponden a todas las posi- 
bles combinaciones de los valores de verdad 0, 1 que podemos 
asignar a las dos proposiciones simples 


xEAÁ 
y 
xeB. 


Veamos ahora cómo dependen los valores de verdad de la pro- 
posición compuesta 


xXEA Y, xEB, 


de los valores de verdad de las dos proposiciones simples de las 
cuales está formada. En otras palabras, hagamos uso de nuestro 
conocimiento del concepto de intersección de dos conjuntos 
para desarrollar una tabla de verdad para la conectiva lógica A. 
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Comenzamos por llenar el lado izquierdo de nuestra tabla de 
verdad con los cuatro posibles valores de verdad de a y de b, 
donde a denota “x E A” yb denota “x EB”: 


Interpretamos esta tabla leyendo sobre cada fila un conjunto 
de valores de verdad que corresponden a a, b y a Ab respecti- 
vamente. De este modo la primera fila corresponde a la situación 
a FALSA y b FALSA; la entrada correspondiente a aAb no 
está llena aún. 


Sabemos que la proposición compuesta 


xeA y xeB 


es VERDADERA solamente cuando cada una de las proposicio- 
nes simples que la constituyen es VERDADERA, ¡.e. cuando 
los valores de verdad de a y de b son tales que a se aplica en 1 
y b también. Podemos ahora completar la tabla de verdad lle- 
nando la columna de la derecha para obtener: 


Sabemos además que la intersección entre conjuntos es con- 
mutativa (Unidad 6), i.e. ANB = BN A para todos los con- 
juntos A y B, y, como era de esperarse, la conectiva A es una 
operación binaria conmutativa en el conjunto P de todas las 
proposiciones. Esto también se verifica en nuestra tabla de 
verdad, pues intercambiando las dos columnas de la izquierda 
no se altera la columna de valores de verdad de la derecha. De 
modo similar, como la intersección de conjuntos es asociativa 
(Unidad 6), i.e. AN(BNC) = (ANB)NC para todos los 
conjuntos A, B y C debemos esperar que A sea también una 
operación binaria asociativa, Esto se puede probar, indepen- 
dientemente de cualquier consideración sobre conjuntos por 
medio de una tabla de verdad ampliada que incluye todas las 
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ocho posibles combinaciones de valores de verdad para a,bye, 
donde e representa “x EC”: 


Las ocho líneas de las tres primeras columnas de esta tabla 
muestran las ocho posibles combinaciones de los valores de 
verdad. El resto de la tabla se construye completamente por 
referencia a la tabla básica: 


Así, la cuarta columna de la tabla de verdad ampliada corres- 
ponde a la tabla básica anterior aplicada a las proposiciones 
a y b. La quinta columna corresponde a aplicarla a las proposi- 
ciones b y c. La sexta columna corresponde a aplicar la tabla 
básica a las dos proposiciones a Ab ye y la séptima columna 
corresponde a aplicar la tabla básica de modo similar a a y 
b Ac. Las dos últimas columnas son idénticas; esto significa 
que siempre que (a Ab) Ac sea VERDADERO, aA(bA c) lo 
es y siempre que (a A b) A e sea FALSO, aA(bA c) lo es, y vice- 
versa. Por tanto escribimos 


aM(bAc)=(aAbAe 


La conectiva A es una operación binaria definida sobre el con- 
junto de todas las proposiciones, P, la cual es conmutativa y 
asociativa sobre P. Para a,b E P, la proposición a A b se llama 
la conjunción de las proposiciones a y b. 
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Ejercicio 1 Ejercicio 1 
E Er A - (2 minutos) 
Considérese el siguiente diagrama conmutativo: 


EE SN 


de T 


[| 


(0, 1, (0, 1; 


Sugiérase una operación binaria apropiada [] sobre el con- 
junto [|0, 1). (Obsérvese que (] está definida por medio de 
las propiedades de A y por el diagrama conmutativo que hemos 
dibujado. Por ejemplo, si a y b son ambos falsos, tenemos: 


A 

(a b)>2./ Ib 

T de 

00 —E-—, $ 
De este modo sabemos que 070 =0,) El 
Recordando de nuevo la Unidad 6, hemos definido la unión de Tema principal 
dos conjuntos A y B, escrito a 

AUB, 


como el conjunto de elementos que pertenecenoaAoaBoa 
ambos. Esto es: 


AUB=(xeU:xeA0 xeB) 


El diagrama de Venn que representa AUB es: 


Para cada elemento x que pertenezca a AUB tenemos 
xeA o xeB. 
Obsérvese que aquí estamos usando la conectiva “o” incluyendo 
el caso “o ambos”. Para esta conectiva el símbolo lógico es V de (continúa en la página 14) 
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Una operación binaria apropiada sobre |0,1| es la multipli- 
cación. Esto da 


0x0=0 
0x1=0 
1x0=0 
lx1=1 


Tenemos así un morfismo 
T:(P, A)—>((0, 1), x) 


y como la aplicación T es de muchos a uno para valores de ver- 
dad dados de los elementos de P, este morfismo es un homo- 
morfismo. al 


(viene de la página 13) 


modo que podemos representar nuestra proposición compues- 
ta por 


a Vb, 


donde a representa “x E A” y b representa “x E B”. 


Cuando se usa el lenguaje cotidiano, informal, usamos la conec- 
tiva “o” incluyendo algunas veces el caso “o ambos” y algunas 
veces excluyéndolo y confiamos al contexto general lo que 
queremos significar. Por ejemplo, si usted está en un restau- 
rante y se le ofrece pollo o carne de res como escogencia posible 
de un plato para el almuerzo, el propietario quiere que usted 
entienda que puede escoger o pollo o carne de res, pero no 
ambos. Por otra parte, si el propietario le ha ofrecido sal o pi- 
mienta con su orden, difícilmente se desconcertará si usted 
toma ambas. En lógica, es necesario distinguir entre estos dos 
diferentes sentidos en que se usa la palabra “o”. Por definición 
la conectiva y se refiere al sentido “o ambos”; más adelante 
consideraremos en esta unidad la conectiva “o ... pero no 
ambos”, que denotaremos con un símbolo diferente. 


Ahora observamos de nuevo las cuatro regiones básicas no 
traslapantes del diagrama de Venn y usamos el concepto de 
unión de dos conjuntos para obtener la tabla de verdad corres- 
pondiente a la conectiva lógica V. Comenzamos por construir 
el lado izquierdo de la tabla, como antes, de modo que se agoten 
todas las posibles combinaciones de los valores de verdad de 
las dos proposiciones simples a y b que representan respectiva- 
mente “x E A”, “x E B” (página 11). La proposición 


xEA o xeB 


es VERDADERA si alguna de las proposiciones simples que la 
constituyen es VERDADERA y también si ambas lo son. Puede 
decirse también, alternativamente, que 


xeA o xeB. 


es FALSA solamente si ambas proposiciones simples consti- 
tutivas son FALSAS. Obtenemos entonces: 


Como ya sabemos por la Unidad 6 que la unión de conjuntos es 
conmutativa y asociativa encontramos también que la conec- 
tiva V es una operación binaria conmutativa y asociativa 
sobre el conjunto P de todas las proposiciones. 


Para a, b EP, a Y b se llama la alternación (o disyunción) de 
las proposiciones a y b. 


Ejercicio 2 
(i) Probar por medio de una tabla de verdad que la alterna- 
ción es una operación asociativa sobre P. (Véase página 
12 donde probamos la asociatividad de la conjunción.) 
(ii) Dado un diagrama conmutativo similar al del ejercicio 1 
pero con V en vez de A describir una operación binaria 
apropiada [] sobre el conjunto de enteros [0, 1j Mi 


Hemos visto que = es una operación unaria sobre el conjunto 
P de proposiciones y que A, V son operaciones binarias sobre P. 
Considerando a = como una función con dominio y codo- 
minio P, y recordando de nuevo el estudio de morfismos (Uni- 
dad 3), es natural preguntarnos qué pasa con las dos operacio- 
nes binarias de conjunción y alternación si usamos = para 
aplicar todos los elementos de P en sus negaciones. 


Comencemos por dibujar un diagrama conmutativo hasta 
donde nos sea posible, comenzando por las dos proposiciones 
a, b en la esquina superior izquierda. Obtenemos para la opera- 
ción binaria A: 


A+ A 


(—a, —b) (a A b) 


Nos queda el problema de cómo completar el rectángulo, esto es, 
“Hay una operación binaria [J (y si la hay, ¿podemos reconocer- 
la entre las que conocemos?) para la cual a] =b= -(a A b)?” 
Podemos regresar una vez más a nuestra experiencia de con- 
juntos y diagramas de Venn para que nos ayude. Represente- 
mos con a, b las proposiciones 


xEA,xeB 


MB11.1.2 


Definición 2 


Ejercicio 2 


(3 minutos) 


(3 minutos) 


Tema principal 
h * * 


(continúa en la página 16) 


Solución 2 


(i) 


Las dos últimas columnas de la derecha son idénticas; 
por consiguiente, 


(a Vb)Vec=aV (bV c) 


(ii) Para completar el diagrama conmutativo con [), nece- 
sitamos 


000=0 100 
001=1 11 


1 
1 


Tenemos así un morfismo  T:(P, V)——((0, 1), O) 


y como T es de muchos a uno, este morfismo es un homo- 
morfismo. E 


(viene de la página 15) 


como antes. Como (A corresponde a A, consideramos el dia- 
grama de Venn correspondiente a AMB, la intersección de 
los conjuntos A y B: 


MB11.1.2 


Solución 2 


MB11.1.2 


La negación corresponde al complemento y para el complemento 
de AMB tenemos: 


Para resolver nuestro problema de hallar lo que es = (a A b) 
necesitamos expresar esta región sombreada, que representa 
(AN B)' en términos de A' y B'. 


A' aparece sombreada 


Hemos dibujado estos dos diagramas. de modo que se puedan 
superponer y el lector pueda ver que 


ANBy=4UB, 


Esto es, el complemento de la intersección de A y Bes la unión 
de los complementos de A y de B. De esto inferimos que 


(a A b)= =a V =b 


y vemos que [] debe interpretarse como V. 


«El segundo diagrama es la lámina trasparente 1 que se encuentra en el 
bolsillo de la contratapa. 
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Podemos obtener directamente una prueba formal de este resul- 
tado usando las tablas de verdad correspondientes a la nega- 
ción, conjunción y alternación, como sigue: 


Como las dos últimas columnas son idénticas, podemos escribir 
=aV -=b= -(a A b) toos 


De modo que la operación unaria (función) de negación es un 
morfismo del conjunto P con operación binaria A a P con ope- 
ración binaria V, de modo que podemos escribir 


NP A) B VAL 


y de acuerdo con esto completar nuestro diagrama conmutativo: 


A 
(a, b) —————— a Ab 
(a, hb) Y (8 A b) 
= =aV -b 
Ejercicio 3 Ejercicio 3 
(3 minutos) 
Probar, usando tablas de verdad, que 
AP, VIP, A) 
es un morfismo y dibujar el diagrama conmutativo correspon- 
diente para dos elementos a, b E P. n 
Hay una investigación relativa a las dos operaciones binarias Tema principal 
A, V que no hemos considerado todavía y ella es la distributi- .on. * 


vidad de cada una sobre la otra. Este aspecto se presenta siem- 
pre que se consideran dos operaciones binarias sobre un con- 
junto. (Sección 3.1.4 de la Unidad 3, definición para la distribu- 
tividad.) Queremos entonces determinar si se cumple o no. 
aA(bVce)=(aAb)V(an c) 


y si se cumple o no 


aV(bAc)=(aVb)A (a V o). 


La manera obvia de ver si alguna de estas dos ecuaciones es 
válida es examinando las tablas de verdad correspondientes. 


Ejercicio 4 

(i) Probar por medio de una tabla de verdad que: 

(a) la conjunción es distributiva sobre la alternación y 
que 
(b) la alternación es distributiva sobre la conjunción. 

(ii) Usar las propiedades distributivas de A y V para reducir 
la siguiente proposición compuesta a una forma más 
simple, en la cual cada una de las proposiciones a, b, c, 
d, e aparezca sólo una vez: 


(a AbV(aneo)VdA[(aAbV(aAc)ve] 


(iii) Del hecho que V corresponde a U y A corresponde a N, 
esperamos que se cumpla para conjuntos: 
(a) la intersección es distributiva sobre la unión 
y 
(b) la unión es distributiva sobre la intersección. 
Usese los diagramas de Venn para verificar estos resul- 
tados. la] 


11.1.3 Implicación e inclusión 


Vamos a considerar ahora otra conectiva lógica para la cual, 


6) 


como ocurre con la palabra “o”, el uso del lenguaje ordinario 
puede no ser lo suficientemente claro para el propósito de nues- 
tro estudio. Por ejemplo, considérense proposiciones compuestas 
tales como: 


““Si obtengo un aumento de salario, entonces compraré 
un auto nuevo”; 


“Si 8 es divisible por 4, entonces 16 es divisible por 4”; 


“Si hace sol, entonces hay calor”. 


Comencemos de nuevo con un ejemplo apropiado de la teoría 
de conjuntos, a saber la proposición compuesta 


“si x EA, entonces x E B”. 


El símbolo lógico para “si...entonces... es =>, así que definien- 
do proposiciones simples a, b como antes, nuestra proposición 
compuesta queda 


a=>b 


que usualmente se lee “a implica b”. Si la proposición compuesta 
en términos de conjuntos debe ser verdadera para todo x E A, 
entonces A debe ser un subconjunto de B, i¡.e. 


A <B. 
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Ejercicio 4 


(2 minutos) 


(2 minutos) 


(3 minutos) 


11.1.3 


Tema principal 
h £k * 


Notación 1 
h + +« 


(continúa en la página 22) 


Solución 11.1.2.3 


Como las dos últimas columnas son idénticas, podemos escribir 
=aA =b= -(a V b) 
Por tanto la operación de negación es un morfismo del conjunto 


P con operación binaria V a P con operación binaria A de 
modo que podemos escribir 


e P, VH=>LP, Al, 
y dibujar el diagrama conmutativo: 


SIA IND 


A 
(=a, =b) > (a V b) 
==aA -b 


(Podría ser interesante para el lector observar que habríamos 
podido deducir el resultado de este ejercicio sin pasar por todos 
estos detalles. La negación es una función uno-a-uno de P a sí 
mismo y por consiguiente un isomorfismo de (P, A)——>(P, V). 
La función inversa de la negación es ella misma puesto que 
hemos demostrado que 


re “== a 


para todo a EP, y, como la inversa de un isomorfismo es un 
isomorfismo (Unidad 3, página 27), se sigue que 


SUB, MASA) 


es un isomorfismo.) A 
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MBl11.1.2 
Solución 11.1.2.3 


MB11.1.2 


Solución 11.1.2.4 Solución 11.1.2.4 


(1) (a) 


0 0 


=O0-0O=-0>- 


Por consiguiente a A (bV c)=(a Ab) V (a Ac) 


(b) 


e ==. == 5009 


Por consiguiente a V (b A c) = (a V b) A(a V c) 


Como A y V son conmutativas, se sigue que A y V son dis- 
tributivas la una sobre la otra. 


(11) [(aAb)V(a Ac) Vd] A [(a Ab) V (a c) V e] 


=([a Ab Vo] Vd» (an vo)] ve) 
=[aM(bVe)] V(dA e) 


(iii) Los siguientes diagramas* pueden usarse para verificar 
que la intersección es distributiva sobre la unión: 


el 


An(BuC) sombreado 


+El tercer diagrama es la lámina trasparente 2, que se halla en el bolsillo de 
la contratapa. 
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AnB sombreado 


La unión de las regiones sombreadas de los dos últimos dia- 
gramas es la misma región sombreada del primer diagrama. 


Se pueden usar diagramas similares para verificar la distribu- 
tividad de la unión sobre la intersección: 


Ay(BnC) (E AuC 


(viene de la página 19) 


El diagrama de Venn para esta situación es 


(Hemos numerado las regiones básicas del diagrama de Venn 
con 0, 2, 3 para facilitar la referencia y la comparación con el 
diagrama que sigue.) 
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Sin embargo, supongamos que A £ B, pero que la proposición 
compuesta para los conjuntos A y Bes VERDADERA para al- 
gunos x € A y FALSA para otros x E A, y observemos de 
nuevo el diagrama general de Venn para dos conjuntos, para 
ver si esto nos ayuda a obtener una tabla de verdad para =. 


O 


(Obsérvese que, en contraste con el diagrama anterior, tenemos 
ahora una región 1 además de las regiones 0, 2, 3. En la región 1, 
x EB es FALSO.) 


Comenzamos por llenar el lado izquierdo de nuestra tabla de 
verdad como en ocasiones anteriores: 


Las cuatro combinaciones de valores de verdad de a, b se pue- 
den considerar ahora a la luz de las cuatro regiones básicas en 
las cuales se ha dividido el cuadrado que representa al conjunto 
universal. 
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Si consideramos primero la región 3, vemos que ella representa 
(en ambos diagramas) los elementos de B que son también 
elementos de A, o sea, en términos de nuestra aplicación Ta 
valores de verdad, representa 


Ta, 
Tib—=> 1: 


y para todos los elementos de esta región a => b es VERDADE- 
RO, i.e. es verdadero que si x E A entonces x EB. 


Podemos así completar la línea inferior de nuestra tabla de 
verdad, colocando 1, que significa VERDAD, en la columna 
de la derecha. 


Consideramos a continuación la región 1, la cual aparece sólo 
en el segundo diagrama. Este corresponde a 


Ta 1 
T:b—0. 


Todos los elementos de la región 1 son elementos de A pero no 
de B y por consiguiente nuestra proposición compuesta a > b 
es FALSA para todos los elementos de A situados en la región 1. 
Podemos así completar la tercera línea de nuestra tabla de ver- 
dad colocando 0 en la columna de la derecha. 


Los dos casos que acabamos de considerar están de acuerdo 
con nuestra interpretación normal de “si... entonces...” en la 
conversación cotidiana. Por tanto, considerando la proposición: 


“Si obtengo un aumento de salario, entonces compraré 
un auto nuevo”, 


aceptamos esto como verificado (VERDADERO) si el aumento 
de salario se hace efectivo (VERDADERO) y se compra el auto 
nuevo (VERDADERO) y no se verifica (FALSO) si el aumento 
se hace efectivo (VERDADERO) pero no se compra el auto 
nuevo (FALSO). 


Nos quedan ahora la primera y la segunda líneas de nuestra 
tabla de verdad, lo que representa los dos posibles casos en que 
a es FALSO. El valor de verdad de la proposición a = b noes 
ahora tan inmediatamente obvio. Sin embargo, la referencia 
a los dos diagramas de Venn usados antes, nos ayuda y pode- 
mos constatar que la existencia de elementos en las regiones 
0 y 2 no impide que todos los elementos de A sean también 
elementos de B. Los elementos de la región 0 corresponden a 


Fia=——0 
TbE=—=>0 
y los elementos de la región 2 corresponden a 


T:a-—>0 


T:b— 1. 


Como en estos casos a >b sigue siendo válido, completamos 
nuestra tabla de verdad colocando 1, que significa VERDA- 
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DERO en los lugares restantes de la columna de la derecha. 
De modo que la tabla de verdad para => es 


(Esto puede parecer más bien arbitrario al lector. En efecto, 
podríamos haber afirmado directamente que => es la conectiva 
que tiene esta particular tabla de verdad. Pero hemos preferido 
dar alguna explicación de la tabla de verdad adoptada para => 
haciendo referencia a conjuntos. Discutiremos de nuevo la 
construcción de la tabla de verdad para esta conectiva, en 
nuestro programa de radio.) 


La conectiva => se llama la conectiva de implicación. Como 
hay la tendencia a ver la idea de causa y efecto en enunciados 
tales como: 


“si recibo un aumento de sueldo, entonces compraré un 
auto nuevo”, 


la tabla de verdad para la implicación puede parecer un poco 
extraña al principio. Debemos recordar, sin embargo, que => 
debe considerarse simplemente como una conectiva lógica. 
Esto significa que no vamos a interpretar a a > b como 


“a es causa de b” 
o como 
“b resulta de a” 


sino solamente como la proposición compuesta que resulta de 
la operación de la conectiva => sobre la pareja ordenada a, b € P. 
Desde luego, si sabemos por consideraciones externas que hay 
realmente una relación de causa y efecto, tenemos derecho a 
deducir que a >b es VERDADERO, i.e. que los valores de 
verdad de a y de b deben ser tales que a > b es VERDADERO. 
Por otra parte, no podemos deducir que existe una relación 
de causa y efecto solamente por la aceptación de que a = b es 
VERDADERO. Por ejemplo, considerando las dos proposicio- 
nes siguientes: 


“Si recibo un aumento de salario, entonces compraré un 
auto nuevo”, 


“Si Shakespeare escribió Hamlet, entonces Stilton es 
un queso”, 


observamos que podrían tener exactamente la misma forma o 
representación lógica, a > b. En ambos casos podríamos tener 
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Definición 1 


*h + « 


por ejemplo a,b,a => b todos con el valor de verdad 1, pero di- 
fícilmente inferiríamos una relación causal del último caso. 
Hacer una afirmación positiva de relación de causa y efecto es 
afirmar que, si alguna proposición a es verdadera, entonces, 
necesariamente, como un resultado, la proposición b es tam- 
bién verdadera. Esta situación es mucho más fuerte que la 
correspondiente a a = b, pero no es inconsistente con ella. 


Ejercicio 1 


Si usted está satisfecho del fácil manejo de las tablas de verdad, 
no hay necesidad de realizar las dos partes de las preguntas (1) 
y (11). Debe sin embargo, tomar nota de las soluciones a esas 
preguntas. 


(i) ¿Es la operación binaria = sobre el conjunto P de pro- 
posiciones 
(a) conmutativa? 
(b) asociativa? 

(ii) Dado que 


e 7) —(R EJ) 


es un morfismo, hallar la tabla de verdad para la conec- 
tiva lógica representada por []. 
(ii) Es => distributiva sobre 
(a) A? 
(b) V? 
(iv) Mostrar que 


a>b==“=avb 


y dar un ejemplo con proposiciones expresadas con pala- 
bras. (NOTA: La negación se refiere a la proposición a 
únicamente. Se conviene en omitir los paréntesis, como 
lo hemos hecho, en una expresión tal como (a) V b.) 


11.14 Equivalencia e igualdad 


Sin duda el lector está familiarizado con los términos “equi- 
valencia” e “igualdad”. En circunstancias diferentes aparecen 
con significados a veces idénticos virtualmente y a veces di- 
ferentes. En el cálculo proposicional hay una conectiva de 
equivalencia; discutiremos esto tomando como punto de par- 
tida la igualdad de conjuntos. 


En la Unidad 1 hemos definido la igualdad entre dos conjuntos 
A, B diciendo que ellos deben incluir exactamente los mismos 
elementos. Podemos expresar esta igualdad de conjuntos en 
términos de las proposiciones a, b, previamente definidas como 
“x EA”, “x EB” respectivamente. Si A = B tenemos: 


six EA entonces x EB 


y. 

six EB entonces x EA 
O sea, 

a=>b 
de 

b=a 


MB11.1.3, 11.14 


Ejercicio 1 


(4 minutos) 


(3 minutos) 


(2 minutos) 


(2 minutos) 


11.1.4 


Tema principal 
* 


MB11.1.4 


deben ser ambas VERDADERAS. Para buscar una conectiva 
lógica que corresponda a esta situación, comenzamos de nuevo 
con nuestra tabla de verdad rudimentaria, en la cual adopta- 
mos el símbolo <> para representar la conectiva que estamos 


buscando: 
+ 
a b a=b 
+ A 


0 0 


0 l 


Wa A 
a 


l 0 


El diagrama de Venn correspondiente a la igualdad de los con- 
juntos A y B es 


y observamos que las regiones 1 y 2 del diagrama general de 
Venn no están presentes. Las dos regiones 0, 3 corresponden a: 


Tia =>0 


TIDA=>0 


Tar—>1 
Tib>1 


respectivamente, para los cuales a=>b es VERDADERO. Las 
regiones 1 y 2 que faltan, corresponden a 


| 


Tibi—>0 


iar=>0 


Tb 1, (continúa en la página 29) 
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Solución 11.1.3.1 Solución 11.1.3.1 
(i) (a) NO 


Por ejemplo, la tabla para “b =a” es 


y la tercera columna no es aquí la misma que la de la 
tabla correspondiente a “a >b”. Considérese tam- 
bién “Si compro un auto nuevo, entonces obtendré 
un aumento de salario”. 

(b) NO 
Como contraejemplo considérense las proposiciones 
a > (b=cC), (a >b)=>c para el caso en el cual a, b, 
c son todas FALSAS. 
Entonces b => «c y a > b son ambas VERDADERAS, 
así que a= (b= c) es VERDADERO, pero (a=>b)>ec 
es FALSO. De modo que a= (b=c) x« (a=> b)= cc. 


(ii) 


Podemos obtener las entradas de esta tabla usando un 
diagrama conmutativo; p.e. la última fila se obtiene de 


nf: 


mu 


(1,1) Q 0 


(iii) (a) SI 
La tabla de verdad completa es: 
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(a) (b) SI 
La tabla de verdad completa es: 


Un ejemplo adecuado es: 


“Si llueve, entonces me mojaré” 


“No llueve o me mojaré”. a 


(viene de la página 27) 


respectivamente, y en estos dos últimos casos a y b tienen 
diferentes valores de verdad, así que a<=>b es FALSO. La 
tabla de verdad para <= es por tanto: 


> 
La proposición a => b es VERDADERA siempre que las propo- 
siciones constitutivas tengan el mismo valor de verdad y es 
FALSA cuando tengan valores de verdad diferentes. La conec- 


29 


tiva > se lee “si y solamente si” o “implica y es implicado por” 
y es la conectiva lógica de equivalencia. 


(Obsérvese que el símbolo <= adoptado para la equivalencia se 
deriva del símbolo = correspondiente a la implicación y La 
equivalencia se puede considerar como una “doble implicación” 
o una “implicación en los dos sentidos”. Si a=>b y b >, 
podemos esperar que no se produzcan cambios en la tabla de 
verdad correspondiente a la proposición compuesta si se inter- 
cambian a y b. La tabla adoptada para <> satisface este re- 
quisito.) 


Hemos usado el conocido símbolo matemático “=” antes en 
esta unidad (véase por ejemplo la página 8) para denotar que 
dos proposiciones tienen necesariamente el mismo valor de 
verdad. Hemos usado también el concepto de igualdad de con- 
juntos al deducir la tabla de verdad para la conectiva de equi- 
valencia. Es natural preguntarnos si hay alguna diferencia entre 
nuestra interpretación de 


(aAAbAC=an(bAc) 


que expresa la asociatividad de la conjunción y la interpreta- 
ción que le podemos dar ahora a la proposición compuesta 


[(a Ab) A ce] =>[a A (bA c)]. 


Para apreciar que hay una diferencia, recordemos lo que diji- 
mos con respecto a la conectiva >. Hicimos la observación 
de que = debe considerarse simplemente como una conectiva 
lógica (página 25). Esto debe aplicarse también a =. Al conec- 
tar dos proposiciones a, b por medio de <= permitimos que a, b 
tengan cualquiera de las posibles combinaciones de los valores 
de verdad 0, 1 y construimos una tabla de verdad de acuerdo 
con ellos. Al conectar dos proposiciones por medio de =, es- 
tamos excluyendo automáticamente los dos casos en que las 
proposiciones difieren en valor de verdad. En Otras palabras, 
la afirmación 


a=b 
significa lo mismo que 


T:(a > b)— 1. 


Esta distinción puede parecer demasiado sutil, pero es impor- 
tante; ella destaca la necesidad de un lenguaje que permite 
hablar de proposiciones y de cálculo proposicional por encima 
del lenguaje formal del cálculo proposicional mismo. También 
destaca la diferencia entre una proposición que puede ser o 
VERDADERA o FALSA y una afirmación que expresa con res- 
pecto a una proposición dada que es VERDADERA o FALSA. 


Ejercicio 1 
Si usted está satisfecho con su proficiencia en tablas de verdad, 


no es necesario que haga las partes (i) y (iii). Debe, sin embar- 
g0, tomar nota de las soluciones a estas preguntas. 


(i) ¿Es la operación binaria <= sobre el conjunto de propo- 
siciones P 
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Definición 1 
Rh xk *x 


Ejercicio 1 
(Ver página 26) 


(2 minutos) 


(a) conmutativa? 
(b) asociativa? 

(ii) Dado que = :(P, >)——(P, (O) es un morfismo, hallar la 
tabla de verdad para la conectiva lógica representada 
por DO. 

(iii) Es <= distributiva sobre 
(a) A? 

(b) V? ES 


11.15 Otras tres conectivas 


Si comenzamos con nuestra tabla de verdad rudimentaria 


podemos completar la columna de la derecha en 2*(= 16) po- 
sibles maneras pues podemos colocar ó 0 ó 1 en cada lugar de 
la columna y hay cuatro lugares para llenar. Antes hemos con- 
siderado las conectivas que están representadas por 4 de esas 
16 posibilidades en las columnas de la derecha. 


Si el tiempo y el espacio lo permitieran, podríamos discutir 
todas las dieciséis conectivas teóricamente posibles. Sin em- 
bargo hemos decidido seleccionar, no sólo por brevedad sino 
porque algunas de estas conectivas son triviales hasta el punto 
que no nos ayudan en el desarrollo del cálculo proposicional. 
Por ejemplo, la conectiva que resultaría de la tabla de verdad: 


nos da una proposición compuesta que tiene idénticamente 
los mismos valores de verdad que a. 


En esta sub-sección completaremos nuestra discusión de varias 
conectivas considerando sólo tres más. Veremos más adelante 
que dos de éstas tienen significación especial y la tercera la 
hemos mencionado ya. 


31 


MB11.1.4,11.1.5 


(2 minutos) 


(2 minutos) 


11,1.5 


Tema principal 
*h $ $ 


(continúa en la página 32) 


Solución 11.1.4.1 


(1) (a) SI 
(b) SI 


(11i) (a) NO 


(b) NO L 


(viene de la página 31) 


Primero, consideremos la tabla de verdad 


Esta es la tabla para la proposición compuesta 
“nia ni b” 
que escribimos como 


alb 


Cuando comparamos esta con la tabla correspondiente a y 
hallamos que la columna de la derecha de cada una de ellas se 
puede obtener de la otra remplazando 0 por 1 y 1 porO. Siempre 
que dos columnas están relacionadas de tal manera que 0 y 1 
se intercambian en todas partes, se tienen dos conectivas, 
cada una de las cuales es la negación de la otra. De modo que 
la conectiva | es la negación de V, y podemos dibujar un 
diagrama conmutativo triangular: 


V 
(a. D)———2 Y hb 
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Solución 11.1.4.1 


Notación 1 


Fay 


MB11.1.5 


Esto demuestra diagramáticamente que, por ejemplo, 
“mi llueve ni hace sol” 

es proposicionalmente equivalente a 
“no es cierto que llueva o haga sol”. 


De modo similar, V es la negación de | y podemos dibujar: 


y 


A 


«(a | b) 
=aVb 


En segundo lugar, consideremos la tabla de verdad: 


Esta es la tabla correspondiente a la proposición compuesta 


“o no a o no b” 


(donde “o” se usa en el sentido inclusivo “o... o ambos”); esto 
lo escribimos así: 


ajb. Notación 2 
Finalmente, consideremos la tabla de verdad: dis 
Esta es la tabla correspondiente a la proposición compuesta 

“o a o b pero no ambos”, 
que escribimos así: 

aOb. Notación 3 
css 
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Cuando “o” se usa en el sentido de “o... pero no ambos”, 
como aquí, se llama usualmente “o” exclusivo para distinguirlo 
del “o” inclusivo de antes. En el lenguaje ordinario no siempre 
se hace esta distinción porque usualmente se entiende por el 
contexto. (Véase una discusión anterior en la página 13.) El 
símbolo O se ha escogido deliberadamente para sugerir alguna 
afinidad con el + de la aritmética ordinaria y esto se aclarará 
con una referencia a la tabla de verdad. Cada entrada de la 
columna de la derecha de la tabla es el residuo que se obtiene 
cuando la suma de los dos números de la izquierda se divide 
por dos. La conectiva del “o” exclusivo es por tanto equivalente 
a lo que llamamos adición módulo dos en aritmética. La opera- 
ción binaria adición módulo dos se denota por $,; tenemos 
entonces, 


080,0=0 
00,1=1 
190,0=1 
10,1=0 


Podemos dibujar un diagrama conmutativo apropiado para 
a——>1,b——1 (digamos) bajo T como sigue: 


(a, b) 


aGQb 


T dr 


0 


(1,1) 


2 


Nuestra aplicación T es pues un homomorfismo: 
T:(P, 9)——((0, 1), 02). 


Veremos en la subsección siguiente que no necesitamos todas 
las conectivas que hemos discutido a pesar de su utilidad in- 
dividual; algunas de ellas son redundantes. 


Terminamos esta subsección retornando al problema hipotético 
del viajero que describimos en la introducción de este texto 
en la página xi. El lector recordará que para saber hacia dónde 
debe doblar en la bifurcación, nuestro viajero puede hacer sólo 
una pregunta a un habitante local, el cual puede responder 
solamente “Sí” o “No” y que puede ser veraz o mentiroso. El 
problema es determinar cuál pregunta debe hacer el viajero 
para asegurarse por la respuesta hacia dónde debe doblar para 
llegar a su destino. 


Podemos resolver esto llenando la parte izquierda de una tabla 
de verdad en la que a representa la proposición: 


“el aldeano interrogado es veraz” 
y b representa la proposición: 


“el viajero debe doblar a la izquierda para llegar a su 
destino”. 


El problema se resolverá si se hace una pregunta a la cual un 
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Definición 1 
* 


Discusión 


 h 


MB11.1.5 


mentiroso o un veraz responderá de una manera particular, 
digamos “Sí” si doblar a la izquierda es correcto y “No” si lo 
correcto es doblar a la derecha. O sea que, sin tener en cuenta 
el valor de verdad de a, debemos obtener un “No” si el valor de 
verdad de b es 0 y “Sí” si el valor de verdad de b es 1. Esta si- 
tuación se representa por: 


—— 


b respuesta 
0 — No 


Ahora traducimos la columna de la derecha en valores de verdad 
para una proposición compuesta 


a?b. 


Pero debemos recordar que T:a——>0 significa que el aldeano 
que responde es mentiroso y por tanto, cuando colocamos los 
valores de verdad de la proposición completa en la columna de 
la derecha, debemos tomar esto en cuenta en las primeras dos 
entradas. Esto nos da 


que es la tabla de verdad correspondiente a la equivalencia. 
Una pregunta que nuestro viajero puede hacer es por tanto: 


“¿Es usted veraz si y solamente si yo debo doblar a la 
izquierda para llegar a mi destino?” 


Esta es una manera más bien inadecuada y oscura de hacer la 
pregunta, si bien corresponde con fidelidad a lo que la tabla 
de verdad sugiere. Se puede simplificar y reformular la pre- 
gunta así: 


“¿Son los dos enunciados: 

“Debo doblar a la izquierda” y 

“usted es veraz' . 

o ambos VERDADEROS o ambos FALSOS?” 
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Si el viajero debe doblar a la izquierda, entonces 


(i) un veraz responderá “Sí”; 
(ii) un mentiroso debería responder “No”, pero como es men- 
tiroso, responderá también “Sí”. 


Si el viajero debe doblar a la derecha, entonces 


(i) un veraz responderá “No”> 
(ii) un mentiroso debería responder “Sí”, pero como es men- 
tiroso, responderá también “No”. 


Así que si la respuesta a su pregunta es “Sí”, el viajero deberá 
doblar a la izquierda y si la respuesta es “No”, deberá doblar a 
la derecha. 


Ejercicio 1 


(i) ¿Si a representa “x E A” y brepresenta “x € B”, cuáles 
regiones del diagrama de Venn para dos conjuntos corres- 
ponden a 


(a) a | b? 
(b) a] b? 
(c) a O b? 


(ii) ¿De cuál otra conectiva es 


(a) | 
(b) O 


la negación? En cada caso dibuje un diagrama conmu- 
tativo triangular apropiado. 

(iii) En el caso de nuestro viajero con destino X, determine 
si la siguiente pregunta produce o no el resultado re- 
querido: 


“Si yo le preguntara a usted si debo doblar a la 
izquierda, usted diría “sí?” ES 


11.1.6 Conjuntos adecuados de conectivas 


Vamos a formular ahora una nueva pregunta: ¿Dadas ciertas 
conectivas lógicas, son redundantes algunas de ellas? O sea, 
¿hay algún subconjunto del conjunto de conectivas dadas que 
conste de elementos en términos de los cuales puedan ser re- 
presentadas las conectivas restantes? Una manera de enfocar 
esto es por medio de analogía con el álgebra de conjuntos. 
Hemos visto cómo corresponden las operaciones de unión de 
conjuntos, la intersección y la complementación, a las conec- 
tivas lógicas de alternación, conjunción y negación. Cualquiera 
de las cuatro regiones básicas del diagrama de Venn para dos 
conjuntos, como se muestra a continuación, se puede expresar 
en términos de unión, intersección y complementación de los 
conjuntos A y B: 
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Ejercicio 1 


(3 minutos) 


(4 minutos) 


(2 minutos) 


11.1.6 


Discusión 
* * 


Además, es posible expresar cualquier combinación de algunas 
o de todas esas regiones en términos de las mismas operaciones 
sobre A y B y este principio se puede extender a cualquier 
número de conjuntos A, B, C, .... Como la teoría de conjun- 
tos puede construirse con unión, intersección y complementa- 
ción, podemos preguntarnos hasta dónde podemos llegar en la 
construcción de un cálculo proposicional completo dados sola- 
mente “y”, “o” y “no”. En otras palabras, preguntamos: “¿Es 
(A, V, —) un conjunto adecuado de conectivas?” La respuesta 
es “Sí” y es posible verificarlo por medio de tablas de verdad. 


Supongamos, por ejemplo, que queremos expresar a => b en tér- 
minos de todas o algunas de las conectivas A, V, =. La tabla 
de verdad para la conectiva => es: 


Vimos en el ejercicio 11.1.3.1, parte (iv), de la página 26 que 
podemos expresar a > b como 


a V b. 


(Recuérdese que el simbolo = está ligado solamente a la pro- 
posición que está inmediatamente a su derecha, a menos que 
los paréntesis indiquen lo contrario.) 


Un enfoque alterno, que el lector puede preferir, es resolver el 
problema correspondiente para conjuntos, traduciendo la ex- 
presión resultante otra vez en símbolos lógicos y luego verificar 
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Definición 1 
h $ $ 


(continúa en la página 39) 


MB11.1.5 


Solución 11.1.5.1 Solución 11.1.5.1 


(i) Las regiones pedidas están sombreadas 


(a) 


(b) 


NuB' 
(c) 


(AB) U(AnNB') 
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(ii) (a) (a b)——————a]b |es la negación de A. 
>, > 
(a | b) 
=aAb 
(o, alternativamente, con | y A intercambiados). 
(b) (a, b) e a0b es la negación de =. 
ES ES 
(a O b) 
=a<=b 


(o, alternativamente, con Y y <= intercambiados). 

(iii) La pregunta produciría el resultado requerido. Esto se 
puede ver considerando de nuevo la tabla de verdad de 

la página 35. Un mentiroso (i.e. T:a —— 0) simplemente 
cambiará el valor de verdad de b, pero, puesto que es 
mentiroso, cuando responde a la pregunta con respecto 

a lo que debería decir, lo negará y la situación volverá a 

la de la tabla de la página 35. 1 


BE 


(viene de la página 37) 


el resultado construyendo la tabla de verdad. Por ejemplo, el 
diagrama de Venn correspondiente a a=b es: 


La pequeña región sombreada de la mitad es AN B y la región 
sombreada exterior se puede expresar como (4 U B)'. De modo 
que la expresión conjuntista requerida es 


(AuB)u(A NB). 
que traducida en términos lógicos se convierte en 
=(a V b) V (a A b) 


que, como el lector puede verificar, tiene los mismos valores de 
verdad de a =>b. y 
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Ejercicio 1 
Continuar la verificación de que (A, V,=) es un conjunto 


adecuado de conectivas expresando alb y alb en términos 
de A, V, = solamente. 


(No tenemos intención de completar la verificación de todas 
las 16 posibles conectivas: con tiempo, puede hacerse fácil- 
mente, pero encontramos poco valor educativo en pedirle al 
lector que realice tan tedioso ejercicio.) | 


Ahora preguntamos si existen otros conjuntos adecuados de 
conectivas y luego, si hay o no una (o más) de las conectivas 
que sea tan general que todas las otras se puedan construir a 
partir de ella (o ellas). 


Si admitimos el uso de = entonces se pueden usar varias de 
las conectivas con la (o las) que hemos encontrado para for- 
mar expresiones equivalentes a las que normalmente se forman 
por medio de otras. Por ejemplo, podemos reducir el conjunto 
adecuado que hemos considerado ya, a saber (A, V, =) bien 
a (A,=) oa (V,-). Así, “en el primer caso a V b se tras- 
forma en 


=(=a A =b), 
y en el segundo caso a A b se trasforma en 
=(=a V -b). 


Como (A, V,=) es un conjunto adecuado de conectivas, se 
sigue que A, =| y Jv, = | son también conjuntos ade- 
cuados. (Esto implica, desde luego, que bien [N,'j o (Uy) 
deben ser adecuados para el álgebra de conjuntos.) En efecto, 
hay seis conectivas cada una de las cuales, junto con =, for- 
man un conjunto adecuado. Hay varios pares de conectivas, 
excluyendo =, a partir de las cuales podemos construir todo 
el cálculo proposicional y hay exactamente dos conectivas a 
partir de cada una de las cuales por sí sola podemos formar 
todas las otras. Estas dos son las conectivas | y | o sean, 
“nia nib”y “onoa o no b” respectivamente. Desafortuna- 
damente estas conectivas primitivas (como se llaman) son 
más bien complicadas para ser usadas en la conversación or- 
dinaria, aunque tienen valor en el diseño de sistemas de con- 
mutadores (el cual discutiremos en la Sección 11.2 y en el pro- 
grama de televisión asociado con esta unidad). Supondremos 
Otra vez que (A, V, =) es un conjunto adecuado de conectivas 
y daremos la representación de estas tres conectivas en tér- 


minos de |: 


a Ab se trasforma en (a | a) | (b |b) 
a Vb se trasforma en (a | b) | (a |b) 


<= a se trasforma en aja 


Estos resultados se pueden verificar escribiendo las tablas de 
verdad apropiadas. 


40 


MB11.1.6 


Ejercicio 1 
(5 minutos) 


Discusión 
Y... 


Definición 2 


Y. 


11.1.7 Tautologías y contradicciones 


Una proposición compuesta que sea siempre verdadera, no im- 
porta cuáles sean los valores de verdad de las proposiciones 
simples que la constituyen, se llama una tautología. Esto sig- 
nifica que la columna de la derecha de la tabla de verdad am- 
pliada para tal proposición compuesta constará solamente de 
unos. 


Una de las tautologías más simples es la proposición conocida 
como “ley del medio excluido” que expresa 


“o a es VERDADERO o no a es VERDADERO”, 


que es una condición fundamental para la lógica de dos valores 
que estamos considerando. Podemos construir la tabla de ver- 
dad apropiada refiriéndonos a la tabla de verdad de V como 
sigue: 


Otro ejemplo igualmente sencillo lo proporciona la proposición 
compuesta: 


as -— a. 


La tabla de verdad correspondiente es: 


Como otro ejemplo, consideramos la transitividad de la conec- 
tiva lógica de implicación. (El significado de “transitividad” 
es el mismo que se ha dado para la relación de desigualdad < 
en la Unidad 6 y que se expresa por 


x<yyy<z implica x<z (x, y, 2 ER).) 
La proposición 
“la implicación es transitiva” 


que queremos investigar como una posible tautología se puede 
expresar como 


[(a > b) A (b > c)] > (a > c) 
o sea 


“si a implica b y b implica c, entonces a implica e”. 
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11.1.7 


Tema principal 
* * 
Definición 1 


*. «* 


Solución 11.1.6.1 


La respuesta no es única; son respuestas posibles, 
alb=-aA =b= (a V b) 
alb=-=aV =b= «(a,. b). le] 


Ejercicio 1 


Completar la siguiente tabla de verdad: 


Observamos en la columna de la derecha de la solución al 
ejercicio 1 que la proposición es verdadera cualesquiera sean 
los valores de verdad de las proposiciones constitutivas a 
b, c; es por consiguiente una tautología y se puede afirmar la 
transitividad de > como un teorema lógico, cuya prueba es la 
tabla anterior. 


En sub-secciones anteriores de esta unidad hemos probado 
algunos teoremas relacionados con la distributividad de unas 
conectivas sobre otras. Por ejemplo en la sub-sección 11.1.2 
probamos que la alternación es distributiva sobre la conjun- 
ción. Usando una tabla como la anterior podemos mostrar que 
la proposición compuesta 


aV(bA c)>(a V b) A (a V c) 


es una tautología, probando así de nuevo la distributividad de 
la alternación sobre la conjunción. 


Si la columna de la derecha de una tabla de verdad correspon- 
diente a una proposición compuesta consta enteramente de 
ceros, entonces tenemos una proposición que es falsa cuales- 
quiera sean los valores de verdad de las proposiciones simples 
que la constituyen. Tal proposición se llama una contradicción: 
Uno de los ejemplos más sencillos es la proposición: 


aA=a (“a y no a”) 


42 


MB11.1.6, 11.1.7 
Solución 11.1.6.1 


Ejercicio 1 
(2 minutos) 


Tema principal 
* * 


Definición 2 
* * 


que afirma la conjunción de a con su negación. La tabla de 
verdad es: 


Se pueden obtener fácilmente otros ejemplos escribiendo la 
negación de cualquier teorema conocido de lógica. Esto tiene 
el efecto de traducir simplemente la columna de la derecha de 
unos del teorema a ceros de su negación. Así, en el caso de la 
distributividad de la alternación sobre la conjunción (consi.- 
derada antes), si escribimos la tabla de verdad para 


=[a V (bA c)=>(a V b) A (a V c)] 


entonces la columna de la derecha de la tabla constará entera- 
mente de ceros. 


En la Unidad 17, Lógica II consideraremos diferentes tipos de 
pruebas usadas en matemáticas. Aquí hacemos notar que, 
puesto que hemos venido tratando con ejemplos en los cuales 
interviene un número finito de proposiciones, hemos podido 
construir pruebas por medio de tablas de verdad en las cuales 
se ha tenido en cuenta toda posible combinación de valores 
de verdad. Este método de prueba que agota todos los posibles 
casos se llama método exhaustivo de prueba. Desde luego, 
aunque es teóricamente posible llevar a cabo pruebas por el 
método exhaustivo para todas las situaciones finitas para las 
cuales podamos escribir todas las posibilidades, cuando el nú- 
mero de posibilidades crece, ¡el método se vuelve más y más 
exhaustivo! Por esta razón es útil hallar un enfoque más abs- 
tracto del cálculo proposicional y desarrollar un álgebra en la 
cual los teoremas se puedan probar sin tener que recurrir a un 
método tan engorroso como el de las tablas de verdad, si bien 
este método es útil cuando se están considerando solamente 
unas pocas proposiciones. 


Ejercicio 2 
Clasificar las siguientes como tautología, contradicción, o nin- 
guna de las dos cosas: 
(1) a > (b= a) 
(ii) —[(-a => —b) => (b > a)] 
(iii) [(a => b) = (b= c)] = (a =c) E 


11.18 Algebra de Boole 


Usaremos esta sección para atar algunos cabos de las secciones 
anteriores. En particular, comenzaremos por resumir la relación 
entre el álgebra de conjuntos y el cálculo proposicional. 


Vimos en la Sección 11.1.1 cómo están relacionadas la negación 
y la complementación y en la Sección 11.1.2 vimos cómo están 
relacionadas la conjunción y la alternación con la intersección 
y la unión. Podemos por consiguiente colocar dos columnas 
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Definición 3 
* 


Ejercicio 2 


11.1.8 


Tema principal 
+ * * 


(continúa en la página 44) 


Solución 11.1.7.1 


(viene de la página 43) 


encabezadas por “Cálculo proposicional” y “Algebra de con- 
juntos” respectivamente, para resumir estas relaciones como 


sigue: 
Cálculo proposicional Algebra de conjuntos 


AB Ei... SU: 


(conjuntos) 


a.b,c,...eP 


(proposiciones) 


operación unaria operación unaria 


- 


operaciones binarias 
A, V 


operaciones binarias 
MN 


leyes conmutativas 
ANB=BNA 
AUMB= BuA 


leyes conmutativas 
aAdb=b2Ma 
aVb=bVa 


leyes asociativas 
aM(bAc)=(aAbAc 
aV(bVc)=(aVb)Ve 


leyes asociativas 
An(BAaC)=(A AB) AC 
AU(BuUC)= (4vB)w € 


leyes distributivas leyes distributivas 


aA(bYV c) AnN(BuC) 
=(aAb)V (a c) =(ANBIJV(ANC) 
aV(bAc) AVUI(BNC) 


=(aVb)A (a V c) =(AUB)IA(4AuUC) 


leyes de complementación 
(ADB/Y=4 UB 
(Ayo B= A NAB 


leyes de negación 
=(a Ab)= =a V =b 
=(aVb)=-=a2anA =b 
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Solución 11.1.7.1 


(continúa en la página 45) 


Solución 11.1.7.2 


(i) Una tautología. 
(ii) Una contradicción. 
(iii) Una tautología. (Conocida como la ley autotransitiva de 
la equivalencia.) E 


(viene de la página 44) 


La comparación de las dos columnas nos muestra que las dos 
estructuras algebraicas son idénticas. O sea que, si aplicamos 
los elementos del conjunto de proposiciones P, uno a uno a los 
elementos del conjunto de subconjuntos de un conjunto uni- 
versal, U, tenemos un isomorfismo: 


mi A INAH 0 0, 0), 


y recíprocamente. Esto significa que, si se establece un teore- 
ma en una de las álgebras, entonces habrá un teorema corres- 
pondiente en la otra. Por ejemplo, hemos demostrado por medio 
de un diagrama de Venn que 


AnN(4uB)=ANB 
y que 
AUV(A'NB)=4AUB 


Por razón del isomorfismo, podemos esperar que se cumpla en 
el cálculo proposicional que 


aAd(raVb)=anAb 


aV(=-aAb)=avV b. 


estas conjeturas se confirmarán con las tablas de verdad apro- 
piadas. (Pensando en el isomorfismo 


m:(P, y Na V)——(U, e An, u), 


el lector debe haber notado que hemos evitado la discusión 
detallada de la aplicación efectiva entre el conjunto de propo- 
siciones, P, y el conjunto universal, U. Admitimos que hay 
ciertas dificultades aquí en el hecho que, mientras U es él mis- 
mo un conjunto, P es una colección de proposiciones y que no 
es una proposición. En realidad no queremos involucrarnos 
en este asunto por ahora, pero esperamos dar alguna luz sobre 
él después de que hayamos introducido el álgebra de Boole, de 
la cual tanto el álgebra de conjuntos como el cálculo proposi- 
cional son ejemplos.) 


La estructura algebraica del álgebra de conjuntos y del cálculo 
proposicional se conoce como álgebra de Boole. Esta álgebra 
se puede hacer de una manera completamente abstracta sin 
referencia a interpretación particular alguna tal como el cálculo 
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Solución 11.1.7.2 


proposicional o el álgebra de conjuntos. Haremos esto ahora, 
como sigue: 


Consideremos un conjunto de elementos: 
B=(x, y,z,...) 

Definimos dos operaciones binarias sobre B, 
n (sombrero), 
U (copa), 


con las siguientes propiedades: 


Bl xny=ynx ] , 
propiedades conmutativas 
B2 xUy=yux 

B3 xn(ynz)=(xnynz ; ja 
propiedades asociativas 


B6 xXU(XN y) =x propiedades de absorbencia 


B7 xn(yuz)=(xn y) u(xnz) 


propiedades distributivas 


B4 xu(yuz)=(xuyuz 


B38 xu(ynz)=(xu y)n(xuz) 
Definimos dos elementos de B, O e I que satisfacen: 
B9 xnOo=0 
BIO xAafT=x 


B11 xuO = 
B12 EA ES 


| propiedades de identidad 


e 


Definimos una operación unaria (complemento) sobre B intro- 
duciendo un elemento x' € B correspondiente a cada elemento 
x que satisface: 


B13 AX =0 
Bl4 xux=I] 


Aquí hay varias cosas que posiblemente habrá notado ya el 
lector pero sobre las cuales quisiéramos atraer su atención par- 
ticularmente. Primero, ahora leemos “xf o O 
como “x sombrero y” y “x copa y” respectivamente y no como 
“x intersección y” y “x unión y” como en el álgebra de con- 
juntos. En segundo lugar, hemos incluido dos leyes que llama- 
mos leyes de absorción, en nuestra definición de álgebra de 
Boole; el lector puede verificar por su cuenta que estas corres- 
ponden a situaciones equivalentes tanto del álgebra de con- 
juntos como del cálculo proposicional. En tercer lugar, hemos 
definido [y O como elementos idénticos para sombrero y copa res- 
pectivamente. (Las propiedades B10 y B11 son similares a las 
propiedades de los elementos idénticos 1 y O para la multipli- 
cación y la adición respectivamente en la aritmética ordinaria: 


S 
Xx 
Il 


a para todo aeR 


a+0=a para todo aeR,) 


MB11.1.8 


Definición 1 
S.4.-“ 


Discusión 
* + 


Definición 2 
* 


En el álgebra de conjuntos, ] es el conjunto universal, U, y O 
es el conjunto vacío (o nulo) Y, y se tiene, 


ANU=A para todo A<U 


y 
AUDQ=A para todo A<U. 


En el cálculo proposicional, podemos pensar en la contradicción 
añ =a 

que nos da “falsedad universal” y la tautología 
aV-a 

que nos da “verdad universal”. Si denotamos estas por F y T 


respectivamente, entonces podemos extender nuestras dos 
columnas de la página 44 como sigue: 


Cálculo proposicional Algebra de conjuntos 
aAF =F AND=N8 
aAT=a ANU=A 
aVF=a AUZB=A 
aVT=T AUU=U 
aAl=a=F ANA =YQ 
aV-a=T AUA'=U 


Por razón del status especial de U, aparece al mismo tiempo 
como imagen de P bajo el morfismo 


m:(P, . A, VJ > (0% 5 n, u) 
y como elemento idéntico de la intersección en el álgebra de 
conjuntos. 


Podemos ahora probar teoremas sin referencia a los diagramas 
de Venn o a las tablas de verdad, solamente por medio de 
manipulación algebraica y cualquier teorema así probado será 
aplicable tanto al cálculo proposicional como al álgebra de 
conjuntos. Por ejemplo, podemos probar que 


ny =xuy 
como sigue (al final de cada línea indicamos las propiedades 
usadas). 


Queremos mostrar que x'U y' es igual al complemento de 
x(M y. En vista de las propiedades B13 y B14 y observando 
que el complemento es único, probaremos que: 


xnayn(ruy)=0 (A) 
RxNnyu(ru y) = 1 (B) 
Parte (A) 


(xn y) an (eu y”) 
=[(xnyax]u [xn yn y] (B7) 
=[(xnxnyulynaynx]  (B3, Bl) 


=(Onyu(0nx) (B13, Bl) 
=0:09:0) A (B9, B1) 
=0 (B11) 
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Parte (B) 
(xn y) u(xu y) 
=(xU y) u (xn y) (B2) 
= [Xu y)ux]n[(u y)u y]  (B8) 
=[(-uxuy]nlxu(y uy] (B4, B2) 


=(IluUy)n(xuI) (B14, B2) 
1004 (B12, B2) 
=] (B10) 


Como se satisfacen (A) y (B), hemos probado el resultado re- 
querido. 


Ejercicio 1 
Si x, y son elementos de un álgebra de Boole, probar que 


xn(xuy=xn y les 


11.2 SISTEMAS DE CONMUTADORES 
11.2.0 Introducción 


En la Sección 11.1 discutimos el cálculo proposicional y demos- 
tramos que su estructura es isomorfa con la del álgebra de con- 
juntos. Terminamos la sección introduciendo el álgebra abs- 
tracta conocida como Algebra de Boole, la cual subyace tanto 
en las proposiciones como en los conjuntos. Mostraremos ahora 
cómo esta misma álgebra también subyace en los sistemas de 
PRENDIDO/APAGADO que llamaremos sistemas de conmu- 
tadores, 


Cuando usted opera el interruptor para prender la luz de una 
habitación, espera que la luz se prenda, y cuando lo Opera para 
apagar la luz, espera que se apague. 


Podemos representar esta situación de PRENDIDO/APAGADO 
por el diagrama: 


E a 


x 


en el cual x representa el conmutador de la luz. En este diagra- 
ma se muestra x en condición tal que el “flujo” a lo largo de 
la línea está interrumpido y diremos que x está APAGADO y 
que el circuito está ABIERTO, Cuando x está en condición 
tal que permite el “flujo” a lo largo de la línea tenemos la si- 
tuación del siguiente diagrama: 


gg 
x 


y diremos que x está PRENDIDO y que el circuito está CERRA- 
DO. Este puede parecer algo diferente del uso común de 
“ABIERTO” y “CERRADO” en el lenguaje ordinario, pero la 


48 


MB11.1.3, 11.2.0 


Ejercicio 1 
(3 minutos) 


11,2 


-11.2,.0 


Introducción 
* * 


Definición 1 


h £* $ 


Definición 2 


h * * 


convención ha surgido de los significados que esas palabras 
tienen en la teoría de redes eléctricas, aunque tales situacio- 
nes de “flujo” se presentan en muchas situaciones no eléctricas. 


Podemos comparar el mecanismo de dos estados, que llamamos 
conmutador, con una proposición. Un mecanismo de dos esta- 
dos es uno por medio del cual se hace que un circuito esté o 
ABIERTO o CERRADO. Una proposición es un enunciado 
que es o FALSO o VERDADERO. De modo similar, dados un 
conjunto y un objeto, o el objeto pertenece al conjunto o no 
pertenece. 


Pasamos ahora a considerar cómo podemos combinar circuitos 
que incorporen conmutadores y cómo tales combinaciones nos 
conducen a un álgebra de conmutadores que es un ejemplo del 
álgebra de Boole de la última sub-sección y es, por tanto, iso- 
morfa con el cálculo de proposiciones y con el álgebra de con- 
juntos. Terminamos este tema con un ejemplo final, que muestra 
cómo un método gráfico para realizar una operación algebraica 
de importancia especial en el diseño de sistemas de conmuta- 
dores puede también ser de interés cuando se interpreta en 
términos del cálculo proposicional y de la teoría de conjuntos. 


11.2.1 Algebra de conmutadores 


Comenzamos por considerar las dos maneras en las cuales pode- 
mos disponer una pareja de conmutadores simples (PRENDI- 
DO/APAGADO), x, y. Pueden ser dispuestos secuencial- 
mente como sigue: 


o pueden ser dispuestos lado a lado así: 
=> 
x 
A? 
y 
Siguiendo con la terminología de la teoría de redes eléctricas, 


decimos en el primer caso que x, y y están en serie, y en el 
último caso que están en paralelo. 


Observemos primero el caso en que x y y están en serie. En 
este caso el flujo es posible a lo largo del circuito, i.e. el cir- 
cuito está CERRADO, solamente si ambos, x y y están PREN- 
DIDOS, lo que nos da la situación: 


—A 5 Po RA AAA 0435 353 A A A AA 
x y 
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Definición 3 


* * 


11.2,1 


Tema principal 


* * 


Definición 1 


..« 


(continúa en la página 50) 


MB11.1.8, 11.2.1 


Solución 11.1.8.1 Solución 11.1.8.1 
OU y) =(e Ox) Un y) (B7) ) 
=0u (xn y) (B13) 
= (xn y) (B11, B2) nm 


(viene de la página 49) 


Si uno de los dos o ambos x o y está APAGADO, entonces el 
flujo está interrumpido, i.e. el circuito estará ABIERTO, así: 


—_—_— e e e a ad 3 APAGADO 
x y 


A A RR APA 
> < y APAGADO 


—_—A4?>—=> E X y Y APAGADOS 


Observando de nuevo el caso en que x y y están en paralelo, 
hallamos que el flujo es posible a lo largo del circuito previsto 
que por lo menos uno de los dos, x y y, esté PRENDIDO. Los 
tres posibles casos son: 


X PRENDIDO 


y PRENDIDO 


hy 


X y Y PRENDIDOS 
y 


Comparamos ahora estas dos disposiciones de conmutadores 
x y y con la combinación de dos proposiciones bajo la conjun- 
ción y la alternación. 


En la teoría de conmutadores se acostumbra a dar a x el valor 
de 1 cuando el conmutador x está PRENDIDO de modo que 
el flujo es posible y el valor 0 cuando el conmutador x está 
APAGADO de modo que el flujo no es posible. Esto corresponde 
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a dar a una proposición el valor de verdad 1 cuando se supone 
VERDADERA y 0 cuando se supone FALSA. 


En el caso en que x y y están en serie tanto x como y tienen 
que estar PRENDIDOS para que el flujo sea posible, de modo 
que tenemos una situación correspondiente a la conjunción 
de dos proposiciones a, b, donde ambas tienen que ser VER- 
DADERAS para que la proposición compuesta a A b sea VER- 
DADERA también. La tabla de verdad para la conjunción puede 
entonces interpretarse en teoría de conmutadores como: 


Conmutador Conmutador Conmutadores x, y 
x y en serie 


O (APAGADO) [0 (APAGADO) | O (no flujo) 
0 (APAGADO) 1 (PRENDIDO) 0 (no flujo) 
1 (PRENDIDO) | 0 (APAGADO) 0 (no flujo) 
1 (PRENDIDO) | 1 (PRENDIDO) 1 (sí flujo) 


En el caso en que x y y están en paralelo, o x o y (o ambos) 
tienen que estar PRENDIDOS para que el flujo sea posible, de 
modo que la situación corresponde a la alternación de dos pro- 
posiciones donde la proposición compuesta a Vb es VER- 
DADERA previsto que una por lo menos de a, b sea VERDA- 
DERA. La tabla de verdad para la alternación puede entonces 
ser interpretada como: 


Conmutador Conmutador Conmutadores x, y 
x y en paralelo 


O (APAGADO) |0 (APAGADO) 0 (no flujo) 
O (APAGADO) | 1 (PRENDIDO) 1 (sí flujo) 
1 (PRENDIDO) | 0 (APAGADO) 1 (sí flujo) 
1 (PRENDIDO) | 1 (PRENDIDO) 1 (sí flujo) 


Como el álgebra de conmutadores tiene una estructura isomorfa 
con la del cálculo proposicional y por tanto con la del álgebra 
de conjuntos, adoptamos los símbolos del álgebra de Boole, a 
saber (7 y U para denotar conexiones en serie y en paralelo, 
respectivamente. Si representamos un conmutador x que puede 
estar o PRENDIDO o APAGADO por: 


-—mm— A | » o _——————————— 


entonces las redes 


jj O o E 


y 
y 
están representadas respectivamente por xy y xUy 


Esta es la notación que adoptaremos en lo que resta de esta 
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unidad, pero debemos recordar que en este contexto x y y son 
conmutadores y no conjuntos. (Desafortunadamente, se ha des- 

arrollado una convención según la cual la conexión en serie 

y en paralelo de los conmutadores x y y se representa por xy 

y x + y. Una de las objeciones a esta notación es que la mul- 
tiplicación y la adición no son distributivas cada una sobre 

la otra y cuando tenemos dos operaciones que son mutuamente 
distributivas es mejor adoptar símbolos que en un álgebra 
correspondiente, en este caso álgebra de Boole, representen 
Operaciones que tengan esta propiedad.) Por la analogía con la 
conjunción y la alternación, el circuito que corresponde a 

la conexión en serie de dos conmutadores se llama paso-Y y Definición 2 
el que corresponde a la conexión en paralelo de dos conmuta- + 
dores se llama paso-0. 


Ejercicio 1 , Ejercicio 1 
g = d a a (3 minutos) 
Escriba una representación algebraica para el siguiente siste- 


ma de conmutadores: 


y e ——__=9 Y 3 
y 1) 
Si ahora extendemos los pasos Y y O de manera que incluyan Tema principal 
tres conmutadores, para el paso-Y todos los tres conmutadores siii 


deben estar CERRADOS para que el flujo sea posible; i.e. ob- 
tenemos un circuito CERRADO solamente en el caso: 


€—_———_-—A——— A A ——— 
Xx y z 


y para el paso-O el flujo es posible cuando cualquiera de los tres 
conmutadores está CERRADO; por ejemplo: 


x 


y 
a 


- Las tablas correspondientes son: 


0 0 
l 0 
0 0 
l 0 
0 0 
l 0 
0 0 
l l 
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—= == -=. OOOO 


-= O -=90-=0-O0 
SN > 


0 
0 
1 
1 
0 
0 
1 
l 


Estas dos tablas corresponden a las tablas de verdad para la 
conjunción y la alternación respectivamente de tres proposi- 
ciones en el cálculo proposicional. (Obsérvese que hemos omi- 
tido los paréntesis en las expresiones con tres términos, por 
razón del isomorfismo con el cálculo proposicional que nos ase- 
gura que tanto f7 como U son asociativos.) 


Podemos ahora preguntar qué corresponde en el álgebra de con- 
mutadores a la operación lógica de negación. Al responder a 
esta pregunta debemos observar que la negación del valor de 
verdad 1 es 0 y que la negación de 0 es 1. Así, en álgebra de con- 
mutadores, el “opuesto” de un circuito ABIERTO es uno 
CERRADO y el “opuesto” de un circuito CERRADO es uno 
ABIERTO. Entonces, si x representa un conmutador y a 
representa una proposición, tenemos en correspondencia con 
=a (que es FALSO cuando a es VERDADERO y VERDADERO 
cuando a es FALSO) un conmutador, x digamos, que está 
APAGADO cuando x está PRENDIDO y PRENDIDO cuando 
x está APAGADO. Tenemos entonces, 


o y Te 


está siempre ABIERTO, cualquiera sea el estado de x y 


5 IMA, 


está siempre CERRADO, cualquiera sea el estado de x. Si lla- 
mamos circuito CERRADO el complementario de un circuito 
ABIERTO y viceversa, estos resultados se pueden expresar como: 


“un circuito en serie con su complementario es 


ABIERTO” 

y: 
“un circuito en paralelo con su complementario es 
CERRADO” 

respectivamente. 


Podemos ahora tratar de hallar el sistema de conmutadores 
(o red) que es complementario de una red dada, apelando a la 
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Discusión 
* * 


Definición 3 
* * 


(continúa en la página 54) 


Solución 1 
xn[(znov)u y] a w, 


o una forma equivalente. ES 


(viene de la página 53) 
situación correspondiente en el cálculo proposicional. Supon- . 
gamos, por ejemplo, que tenemos la red: 


Xx 


y 


i.e. un sencillo paso-O. En lógica, la situación correspondiente 
es la alternación de proposiciones a y b. La negación de a V b 
es la conjunción de =a y =b así que, por analogía, la red 
complementaria que estamos buscando es la conexión en serie 
de x y y: 


——  - AAA Y A AAKáÁ 


Como un segundo ejemplo, considérese la red representada por: 


A 


Este es un conmutador x en serie con la conexión en paralelo 
de y con x (el conmutador complementario de x). Si busca- 
mos la red complementaria, podemos recurrir de nuevo al cálculo 
proposicional, el cual nos dice que la negación de 


aA(bV -=a) 


=aV(=b Aa). 


Traduciendo en términos de conmutadores, llegamos a la red 


2 


Se puede verificar, usando las tablas apropiadas de conmuta- 
dores, que para cada combinación posible de los estados de 
x, y el circuito total de esta última red está ABIERTO siem- 
pre que el de la primera esté CERRADO y viceversa. Podemos, 
sin embargo, continuar este ejemplo más adelante. Por el 
cálculo proposicional sabemos que 


aA(bV =a)=anb, 


teniendo en cuenta que la negación de a Ab es =a V=b. 
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Solución 1 


MB11.2.1 


Así que la red complementaria que hemos deducido debe ser 
equivalente a: 


y 
Ejercicio 2 Ejercicio 2 


(i) Determinar la red complementaria de: (3 minutos) 


k 


y 
IN 
o 


(ii) Determinar para cuáles valores 0, 1 de x, y, z es posible (2 minutos) 
el flujo a través de las siguientes redes: 


(a) 


e 


(b) y 
x —_— Z 


(c) 
Uno de los desarrollos más importantes de la teoría de conmu- Aplicación 
tadores ha sido el diseño de computadores digitales. La mayor iS 


parte de estos computadores pueden realizar sus operaciones 
por medio de aritmética binaria, en la cual sólo se usan los 
dígitos O y 1, así que los números y las instrucciones codificadas 
para operaciones sobre números se representan conveniente- 


mente por medio de conmutadores eléctricos o electrónicos. El (Ver RB12) 
número 30, por ejemplo, se vuelve 11110 en el sistema binario 
porque 


30 = 1-2* + 1-23 + 1-22 + 1-2! + 0-22 
Podemos así representar a 30 por un sistema de conmutadores (continúa en la página 56) 
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Solución 2 


(i) La expresión, en términos de conmutadores, que corres- 
ponde a la red dada es 


wWN(xa yu [xn (yu 2))) 
La expresión complementaria es 
Wu ((xu y) a [xu(pn 2))) 


que representa la red 


W 


E y E 
y y 


(ii) (a) x =1 y y =0 (z no está en la red) 

(b) * =0 y y = 1, 

(Nunca puede haber flujo por el circuito inferior ya 
que esto requeriría x = 0 y x = 1, simultáneamente. 
El valor de z no afecta por consiguiente, el flujo a 
través de la red.) 

(c) x =0 (cualesquiera sean los valores de y, 2) 
ox=lyy=0 (cualquiera sea el valor de 2) 
ox=lyz=1 (cualquiera sea el valor de y) 
oy=lyz=1 (cualquiera sea el valor de x) Es] 


(viene de la página 55) 


con cinco circuitos, a través de cuatro de los cuales es posible 
el flujo, así: 


El número 16 estaría representado por 


é—m—_ a———— ==] 


——p»> 0 
o 
E, ESA 
A” AE 
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Solución 2 


pues 16 = 1+2* y el número 23 por: 


pl 


x_ AAA  -5E E xECEAAAA- TIT AX 
ya que 23 = 1-2* + 0-22 + 1-22 + 1-2! + 1-22, 
Si asignamos letras a los conmutadores de'cada uno de los 
diagramas anteriores, respectivamente de arriba a abajo con 
VU, Ww, x, y, z, vemos que 30 requiere 


A 
z=0)' 


16 requiere 


a 
w=x=y=z=0) 
y 23 requiere 


w=0 


No continuaremos adelante con este tópico ya que los siste- 
mas de cálculo se discuten en una parte de este curso que está 
específicamente dedicada a ese tema. Terminaremos esta sub- 
sección anotando que, aunque “y”, “o” y “no” son suficientes 
para desarrollar el cálculo proposicional, y por tanto las redes 
correspondientes para desarrollar cualquier sistema binario 
de conmutadores que queramos diseñar, hay otras conectivas 
lógicas cuyas contrapartes en términos de conmutadores se 
usan en sistemas modernos de computación. Dos de ellas 
son | y | y los conmutadores correspondientes se conocen 
como paso-NI y paso-NO Y, respectivamente; estos son con- 
mutadores que llevan a cabo operaciones análogas a 


£m a ny b” 


“no ambos, a y b” 


respectivamente en lógica. El lector reconocerá estos como 
los circuitos complementarios del paso-O y del paso-Y, res- 
pectivamente; dejaremos como ejercicio la construcción de las 
tablas correspondientes en términos de conmutadores. (En el 
programa de televisión, vemos una aplicación simple del prin- 
cipio paso-NI en los circuitos que controlan la respuesta de 
un elevador cuando se pulsa un botón que lo llama a un piso 
determinado.) 


Ejercicio 3 


Escribir la tabla de conmutadores correspondiente a 
(i) un paso-NI 
(ii) un paso-NO Y. : E 
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Definición 4 
* 


Ejercicio 3 
(4 minutos) 


MB11.2.1, 11.2.2 


Solución 3 Solución 3 


Flujo total 
(Paso-NI) 


o Flujo total 
(11) ] y (Paso-NO Y) 


L 
11.2.2 Redes y diagramas lógicos 11.2.2 
No presentamos teorías nuevas en esta sección sino que sim- Notación 
plemente consideraremos una representación diagramática E $ 


alterna de circuitos conmutadores que nos permita relacionar 
un sistema con sus componentes lógicas básicas fácilmente. 
Comenzamos por considerar de nuevo la idea básica de un 
paso-Y. Para dos conmutadores en serie, vimos que la red es: 


————— € €—>4 Y *m>——_—_— 


Una representación alterna es: 


salida 


Aquí tenemos una salida solamente si tanto x como y están 
proporcionando una entrada. Este tipo de dibujo, conocido 
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como diagrama lógico, se usa frecuentemente por los diseñadores 
de sistemas. Para tres conmutadores dispuestos como un 
paso-Y, tenemos: 


A o e a EN E 


y el diagrama lógico correspondiente: 


salida 


Podemos disponer las entradas y la salida (o salidas) de otras 
maneras. Por ejemplo, el diagrama lógico 


x 


corresponde a la red: 


——— W A A AA] y A 2 AAASKÁ 


Las expresiones algebraicas correspondientes a estos tres 
pasos-Y son: 


xny 
xNyNnz, 


WAxnynzZ 


respectivamente. 


Podemos adoptar una representación gráfica similar para el 
paso-O. Para dos conmutadores en paralelo, vimos que la re- 
presentación de la red es: 6 


x 
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La representación alterna como diagrama lógico es: 


x y 


salida 


Tenemos aquí una salida si o x o y o ambos están proporcio- 
nando entrada. Para varias entradas a un paso-O tenemos, 
por ejemplo, el diagrama lógico: 


x 


a] 


¿gl 
N 


salida 


que representa la red: 


al] 


Las expresiones algebraicas correspondientes a estos dos 
pasos-O son 


xU y, 


WUxXUYUZ, 


respectivamente. 
Se usa también un diagrama lógico para el paso cuya salida es 
el complemento de su entrada, i.e. el paso-NO; tenemos así: Definición 1 
* 
*x 


xi 


Aquí no tenemos salida si x está proporcionando entrada y 
viceversa. Si la entrada a este paso se denota por x, entonces 
la salida se denotará por x. Podemos ahora representar los cir- 
cuitos de pasos Y y O anteriores (con las expresiones algebraicas 
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correspondientes wNxNyNzyuUxXUyU 2 respectiva- 
mente) en las formas alternas: 


w Xx y z 


salida 


salida 


Además de los pasos Y, O y NO, se pueden representar otros 
pasos lógicos de la misma manera. Vimos al final de la sección 
anterior otros dos pasos, que son usados por diseñadores de 
sistemas, son el paso-NO Y y el paso-XI. Estos últimos dos nos 
proporcionan representaciones alternas de redes lógicas ya 


86 $1 


que efectivamente combinan las operaciones básicas “y” y 


.._) 


o” con la complementación. Así el diagrama lógico: 


y 


salida 
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que tiene como expresión algebraica correspondiente 


xnynZz 
es una alternativa a: 


x 


y 
salida 


y también a 


x y z 


salida 


Este último tiene como expresión algebraica correspondiente: 
xXUyUuz 

que es algebraicamente equivalente a 
XAYAZ. 


El diagrama lógico: 


salida 
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también proporciona una representación alterna de diagramas 
que usan solamente pasos O y NO; en el siguiente ejercicio 
se pedirá dibujarlos. Concluimos este tema considerando un 
ejemplo muy sencillo de diseño de sistemas de conmutación. 


Ejemplo 1 


Supongamos que queremos un sistema de conmutación que 
sume cualquier pareja formada por los números 0 y 1. Las situa- 
ciones posibles son: 


Forma decimalll Forma binaria 


Si suponemos que w y x representan los números que se van a 
sumar y los consideramos como entradas a nuestro sistema y 
que y, z representan los dos dígitos de la salida binaria, pode- 
mos construir la tabla: 


Considerando sólo la salida y, podemos ver que tenemos exac- 
tamente la tabla de conmutación para un paso-Y (página 51); 
así que la representación algebraica apropiada es y =w NM x. 


Considerando solamente z, tenemos la situación de “o exclusi- 
vo” y la representación algebraica correspondiente es 2 = 
(MAA LY le AT. 


Podemos ahora representar el sistema pedido en forma de red 
así: 


MB11.2.2 


Ejemplo 1 


4 WN A e > kKkáú salida y 


salida z 


WM 0: 08 
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y en forma de diagrama lógico así: 


salida y salida z 


6 


(Obsérvese la convención de usar “nudos” para indicar dónde 


se divideri o intersectan los circuitos.) la 
Ejercicio 1 Ejercicio 1 
(i) (a) Dibujar una red que corresponda al diagrama lógico: (2 minutos) 
x y z 


salida 
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(b) Dibujar un diagrama lógico que corresponda a la red: (2 minutos) 
z 
Cage 
Xx 


XK —____—_—_— Z 


(ii) La siguiente tabla representa un sistema simple de con- 
mutadores: 


Salida 


Entrada 


Dar expresiones algebraicas para las salidas y, z en tér- 
minos de las entradas w, x y construir un diagrama 
lógico que represente el sistema en términos de pasos 
NO Y y NI solamente. E 


11.3. CONCLUSION yd 
En este texto hemos tratado de mostrar que el álgebra de Conclustón- 
Boole es un ejemplo de una estructura matemática, cuyo reco- Ñ 
nocimiento puede unificar diferentes ramas de la matemática, 

que en este caso son, el álgebra de conjuntos, el cálculo propo- 

sicional y las redes de conmutadores. Hemos confinado nuestra 

atención a ejemplos sencillos en los cuales intervienen sola- 

mente unos pocos conjuntos, proposiciones o conmutadores. 

No se necesita, sin embargo introducir principio alguno nuevo 

para trabajar con ejemplos en los cuales intervenga un gran 

número de conjuntos, proposiciones o conmutadores, como por 

ejemplo en el complicado sistema de conmutadores de un com- 

putador digital grande. Como los componentes de las redes 

son costosos y pueden ocupar valioso espacio, es importante 

obtener la forma más simple de una expresión que corresponda 

a una red particular. Es por consiguiente importante saber 
manipular el álgebra correctamente. 


Posdata 


“ “Por el contrario”, continuó Tweedledee, “si fue así, podía ser; 

y si fuera así, sería: pero como no es, no puede ser. Eso es 
lógica? ” 

Lewis Carroll 

Through the Looking Glass 


65 


MB11.2.2 
Solución 11.2.2.1 


(i) (a) Una respuesta posible es 


e 
yr 


(b) Una respuesta posible es: 


salida 


(ii) y=wnx (o equivalente) 
Z=WNMX (o equivalente) 
Una posible respuesta es: 


w x 


salida y salida z a 
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DIAPOSITIVA DE 
SUPERPOSICIÓN 1 


B aparece sombreada 


DIAPOSITIVA DE 
SUPERPOSICIÓN 2 


A mn C sombreada 


M 100 — UNIDADES DEL CURSO BASICO DE MATEMATICAS 


050 0NA 


Funciones 

Errores y exactitud 
Operaciones y morfismos 
Diferencias finitas 

NO HAY TEXTO 
Desiguales 

Sucesiones y límites I 
Computación I 

Integración I 

NO HAY TEXTO 

Lógica 1 — Algebra de Boole 
Diferenciación I 
Integración II 

Sucesiones y límites II 
Diferenciación HI 
Probabilidad y estadística I 
Lógica 11 — Prueba 
Probabilidad y estadística H 
Relaciones 

Computación II 
Probabilidad y estadística MI 
Algebra lineal 1 

Algebra lineal II 
Ecuaciones diferenciales 1 
NO HAY TEXTO 

Algebra lineal HI 

Números complejos 1 
Algebra lineal IV 

Números complejos II 
Grupos I 

Ecuaciones diferenciales II 
NO HAY TEXTO 

Grupos II 

Sistemas numéricos 
Topología 

Estructuras matemáticas 
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